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Анотація

Мета дослідження – оцінювання можливості розрахунку стійкості коливань трактора як сис-

теми з нелінійностями типу сухого тертя оберненою задачею.

Методи дослідження. Методологічною основою роботи є узагальнення та аналіз відомих на-

укових результатів відносно динаміки двомасових систем у режимах резонансів та використання 

системного підходу. Для формування наукової проблеми, визначення мети і постановки задач 

дослідження використовувався аналітичний метод та порівняльний аналіз. Для створення емпі-

ричних моделей використані основні положення теорії стійкості систем, методології системного 

аналізу та дослідження операцій.

Результати дослідження. Розглянуто коливання системи під  час гармонійного збудження її 

основою (наприклад, рух трактора по нерівній опорній поверхні). Коливання цієї системи опи-

суються нелінійними диференціальними рівняннями. Для розв’язку рівняння в систему замість 

фрикційних демпферів із силами тертя включено лінійні демпфери відповідно з коефіцієнтами 

опорів. Розв’язком отриманої системи лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь для уста-

леного режиму коливань визначено амплітуди коливань мас і далі деформацій пружин з певними 

жорсткостями.

Для з’ясування впливу сил тертя на коливання мас у режимах резонансів були проаналізовані 

отримані вирази. Отримано діаграму стійкості коливань мас у режимах резонансів.

Висновок. Встановлено, що, якщо коефіцієнти відносного тертя мають такі значення, що точ-

ка, яка визначається ними, лежить усередині ділянки, обмеженої відрізками 1-2 і 2-3 і осями ко-

ординат, то під час коливаннях в режимі резонансу низької частоти, сили тертя не обмежують 

наростання амплітуд коливань мас, а тільки зменшують швидкість їх наростання. Якщо точка, яка 

визначається коефіцієнтами відносного тертя, лежить у ділянці 1-1’-2’-3 ‘3-2-1, то пружини мають 

переривчасту деформацію, тобто за період коливань одна маса системи має зупинки відносно 

іншої маси або остання має зупинки відносно опорної поверхні, або обидві маси рухаються ча-

стину періоду як одне ціле з опорною поверхнею. За резонансу з високою частотою сили тертя 

обмежують амплітуди коливань мас, якщо коефіцієнти відносного тертя мають такі значення, що 

точка, яка визначається ними, не лежить у ділянці, обмеженій відрізками 4-5 і 5-6 та осями коор-

динат. Відрізки 4-5 і 5-6 визначають границі стійкості коливань під час резонансу (лінії критичних 

співвідношень коефіцієнтів відносного тертя).

Ключові слова: трактор, коливальна система, сухе тертя, резонанс, не лінійність.
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Âñòóï. Ðóõ ñàìîõ³äíî¿ ìàøèíè ïî íå-
ð³âíèõ äîðîãàõ ñóïðîâîäæóºòüñÿ áåçïå-
ðåðâíèìè êîëèâàííÿìè ¿¿ ï³äðåñîðåíèõ ³ 
áåçïðóæèííèõ ÷àñòèí. ²íòåíñèâí³ êîëè-
âàííÿ ï³äðåñîðåíî¿ ÷àñòèíè, âèêëèêàþ÷è 
øâèäêå ñòîìëåííÿ îïåðàòîðà, çìóøóþòü 
îñòàííüîãî çìåíøóâàòè øâèäêîñò³ ðóõó. 
Öå ³ñòîòíî çíèæóº ðóõëèâ³ñòü ñàìîõ³äíî¿ 
ìàøèíè ³ ïðîäóêòèâí³ñòü ¿¿ ðîáîòè, à òà-
êîæ ïåðåøêîäæàº ïîâí³é ðåàë³çàö³¿ ¿¿ òÿ-
ãîâî-äèíàì³÷íèõ ìîæëèâîñòåé. ×åðåç êî-
ëèâàííÿ ï³ä ÷àñ ðóõó ïî íåð³âíèõ äîðîãàõ 
çðîñòàþòü äèíàì³÷í³ íàâàíòàæåííÿ íà îñ-
íîâí³ âóçëè ³ äåòàë³ ñàìîõ³äíî¿ ìàøèíè. 
Òîìó äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ êîëà çàäà÷, ïîâ’ÿ-
çàíèõ ³ç çàáåçïå÷åííÿì êîìôîðòíèõ óìîâ 
ïðàö³ îïåðàòîðà, çíèæåííÿì äèíàì³÷íèõ 
íàâàíòàæåíü ó âóçëàõ ³ ñèñòåìàõ òðàêòîðà 
âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ó ðåàë³çàö³¿ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ìîäåë³ êîëèâàíü ñàìîãî åíåðãåòè÷-
íîãî çàñîáó. Âèõîäÿ÷è ç çàãàëüíèõ ïðèí-
öèï³â ñèíòåçó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, 
îñòàííÿ ïîâèííà ìàòè ïðîñòèé âèãëÿä òà 
çàáåçïå÷óâàòè ñâ³é ðîçâ’ÿçîê ç ì³í³ìàëü-
íèìè çàòðàòàìè ðåñóðñ³â, ÷îãî äîñèòü 
ñêëàäíî äîìîãòèñÿ â ðåàëüíèõ óìîâàõ.

Ó ë³òåðàòóð³ äîñèòü äîêëàäíî âèêëà-
äåí³ îñíîâí³ ïðèïóùåííÿ, ÿê³ ïðèéìà-
þòüñÿ äëÿ ñêëàäàííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìî-
äåë³ âåðòèêàëüíèõ ³ ïîçäîâæíüî-êóòîâèõ 
êîëèâàíü ïëîñêî¿ ñèñòåìè [Äÿä÷åíêî è 
äð., 2007; Êàëü÷åíêî òà ³í., 2017]. Äî íèõ 
â³äíîñèòüñÿ ³ çàì³íà ðåàëüíèõ ïðóæíèõ 
åëåìåíò³â ï³äâ³ñêè ïðèâåäåíèìè ïðóæíè-
ìè åëåìåíòàìè ç ïîñò³éíîþ æîðñòê³ñòþ 
[Wong, 1978, Bekker, 1956], ³ çàì³íà îïîð-
íî¿ ïîâåðõí³ ðåîëîã³÷íîþ ìîäåëëþ [Êàë³-
í³í  òà ³í. 2016; Êàë³í³í, 2016], ³ ñèíòåç 
ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ çà äîïîìîãîþ ìåòî-
ä³â äèôåðåíö³éíîãî ÷èñëåííÿ àáî ³ì³òàö³-
éíèõ åêñïåðèìåíò³â [Wong, 1978, Bekker, 
1956; Êàë³í³í  òà ³í. 2016; Êàë³í³í, 2016; 
Ovsyannikov etc, 2018].

Ïðîòå òàêèé øëÿõ äîñë³äæåííÿ çà-
çâè÷àé ïðèçâîäèòü äî ôîðìóâàííÿ âå-
ëèêî¿ ê³ëüêîñò³ äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü, 
ðîçâ’ÿçîê ÿêèõ äîñèòü ñêëàäíèé. Ìîæëè-
âèì øëÿõîì âèð³øåííÿ ïðîáëåìè º âè-
êîðèñòàííÿ â³äîìîãî ìåòîäó îáåðíåííÿ 
çàäà÷³ ¿¿ ðîçâ’ÿçêîì íå ç òî÷êè çîðó êîëè-

âàíü, âèêëèêàíèõ ïåðåì³ùåííÿì êîëåñà 
ïî íåð³âí³é îïîðí³é ïîâåðõí³, à ðîçãëÿ-
äîì ñàìî¿ îïîðíî¿ ïîâåðõí³ ÿê òàêî¿, ÿêà 
ïåðåì³ùóºòüñÿ, âèêëèêàþ÷è êîëèâàííÿ 
ïíåâìàòèêà òðàêòîðà.

Ìåòîþ ðîáîòè º îö³íþâàííÿ ìîæëèâî-
ñò³ ðîçðàõóíêó ñò³éêîñò³ êîëèâàíü òðàêòî-
ðà ÿê ñèñòåìè ç íåë³í³éíîñòÿìè òèïó ñó-
õîãî òåðòÿ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ.

Ìåòîäè ³ ìàòåð³àëè. Ìåòîäîëîã³÷íîþ 
îñíîâîþ ðîáîòè º óçàãàëüíåííÿ òà àíà-
ë³ç â³äîìèõ íàóêîâèõ ðåçóëüòàò³â â³äíîñíî 
äèíàì³êè äâîìàñîâèõ ñèñòåì â ðåæèìàõ 
ðåçîíàíñ³â òà âèêîðèñòàííÿ ñèñòåìíîãî 
ï³äõîäó. Äëÿ ôîðìóâàíí³ íàóêîâî¿ ïðî-
áëåìè, âèçíà÷åííÿ ìåòè ³ ïîñòàíîâêè çà-
äà÷ äîñë³äæåííÿ âèêîðèñòîâóâàâñÿ àíàë³-
òè÷íèé ìåòîä òà ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç. Äëÿ 
ñòâîðåííÿ åìï³ðè÷íèõ ìîäåëåé âèêîðè-
ñòàí³ îñíîâí³ ïîëîæåííÿ òåîð³¿ ñò³éêîñò³ 
ñèñòåì, ìåòîäîëîã³¿ ñèñòåìíîãî àíàë³çó òà 
äîñë³äæåííÿ îïåðàö³é.

Ðåçóëüòàòè. Ðîçãëÿíåìî êîëèâàííÿ 
ñèñòåìè (ðèñ. 1) ï³ä ÷àñ ãàðìîí³éíîãî çáó-
äæåíí³ ¿¿ îñíîâîþ (íàïðèêëàä, ðóõ òðàê-
òîðà ïî íåð³âí³é îïîðí³é ïîâåðõí³). Êî-
ëèâàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè îïèñóþòüñÿ òàêèìè 
íåë³í³éíèìè äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿí-
íÿìè:

 

(1)

äå ò1 ³ ò2 – ìàñè;
Ñ1 ³ Ñ2 – æîðñòêîñò³ ïðóæèí;
F1 ³ F2 – ñèëè òåðòÿ ôðèêö³éíèõ äåì-

ïôåð³â (ïðèéìàþòüñÿ ïîñò³éíèìè);
z1 ³ z2 – ïîòî÷í³ êîîðäèíàòè ïåðåì³-

ùåíü ìàñ (òî÷îê 1 ³ 2) â³äíîñíî ¿õíüî-
ãî ñòàòè÷íîãî ïîëîæåííÿ (ë³í³¿ O1—O1 ³ 
O2—O2);

Ñòàòè÷íå ïîëîæåííÿ òî÷îê 1 ³ 2 ô³ê-
ñóºòüñÿ, êîëè ñèñòåìà íå ìàº ñèë òåðòÿ ³ 
êîëèâàííÿ, âèêëèêàí³ íåð³âí³ñòþ îïîðíî¿ 
ïîâåðõí³, â³äñóòí³; s – ïîòî÷íå ïåðåì³-
ùåííÿ îïîðíî¿ ïîâåðõí³ â³äíîñíî ë³í³¿ ¿¿ 
ñòàòè÷íîãî ïîëîæåííÿ O — O; s0 – àìï-
ë³òóäà ïåðåì³ùåíü îïîðíî¿ ïîâåðõí³; � – 
êîëîâà ÷àñòîòà êîëèâàíü ôóíäàìåíòó.
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Ó ñèñòåìó, íàâåäåíó íà ðèñóíêó 1, 
çàì³ñòü ôðèêö³éíèõ äåìïôåð³â ç ñèëàìè 
òåðòÿ F1 ³ F2 âêëþ÷àºìî ë³í³éí³ äåìïôåðè 
â³äïîâ³äíî ç êîåô³ö³ºíòàìè îïîð³â c1 ³ c2. 
Òîä³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè îïèñóþòüñÿ òà-
êèìè ë³í³éíèìè íåîäíîð³äíèìè äèôåðåí-
ö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè:

  

(2)

Ðîçâ’ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ 
óñòàëåíîãî ðåæèìó êîëèâàíü, âèçíà÷è-
ìî àìïë³òóäè  êîëèâàíü ìàñ, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òàêó ñèñòåìó:

    

(3)

³ äàë³ àìïë³òóäè äåôîðìàö³é  
ïðóæèí ç æîðñòêîñòÿìè Ñ1 ³ Ñ2:

   (4)

Áåçðîçì³ðí³ êîåô³ö³ºíòè λ1, λ2, τ1 ³ τ2 
âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè:

 

(5)

 

(6)

äå D1 ³ D2 – êîåô³ö³ºíòè â³äíîñíîãî 
äåìïô³ðóâàííÿ;

 —

÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè áåç 
äåìïôåð³â:

 

(7)

äå g – ïðèñêîðåííÿ ñèëè òÿæ³ííÿ;

Äàë³ ç ð³âíîñò³ åíåðã³é, ÿê³ ðîçñ³þ-
þòüñÿ ôðèêö³éíèì äåìïôåðîì ³ ë³í³éíèì 
äåìïôåðîì, òà àìïë³òóä äåôîðìàö³é ïðó-
æèí îòðèìóºìî çàëåæíîñò³:

  
(8)

äå D1F ³ D2F – êîåô³ö³ºíòè â³äíîñíîãî 
äåìïôóâàííÿ ñèëàìè ñóõîãî òåðòÿ, ÿê³ äî-
ð³âíþþòü:

  
(9)

Рисунок 1 – Розрахункова схема трактора як 

двохмасової системи
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Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàçè (8) â (5) ³ (6), âè-
çíà÷èìî êîåô³ö³ºíòè λ1, λ2, τ1 ³ τ2 äëÿ ñèñ-
òåìè ç ñèëàìè òåðòÿ F1 ³ F2:

(10)

(11)

ßêùî ñèñòåìà íå ìàº ñèë òåðòÿ F1 ³ 
F2, òî çà ðåçîíàíñíèõ ðåæèì³â êîëèâàíü 
(ω = ω1 ³ ω = ω2) êîåô³ö³ºíòè λ1, λ2 (10) ³ 
τ1, τ2 (11), à îòæå, ³ àìïë³òóäè (3) êîëèâàíü 
ìàñ íåîáìåæåíî çðîñòàþòü.

Îáãîâîðåííÿ. Äëÿ ç’ÿñóâàííÿ âïëè-
âó ñèë òåðòÿ F1 ³ F2 íà êîëèâàííÿ ìàñ ó 
ðåæèìàõ ðåçîíàíñ³â áóëè ïðîàíàë³çîâà-
í³ âèðàçè (10) òà (11). Ðåçóëüòàòè àíàë³çó 
ïðåäñòàâëåí³ íà ðèñóíêó 2, äå φ1 ³ φ2 – êî-
åô³ö³ºíòè â³äíîñíîãî òåðòÿ, ÿê³ äîð³âíþ-
þòü:

  
(12)

ßêùî êîåô³ö³ºíòè φ1 ³ φ2 ìàþòü òàê³ 
çíà÷åííÿ, ùî òî÷êà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ 
íèìè, ëåæèòü âñåðåäèí³ ä³ëÿíêè, îáìåæå-
íî¿ â³äð³çêàìè 1-2 ³ 2-3 ³ îñÿìè êîîðäè-
íàò, òî ï³ä ÷àñ êîëèâàíü ó ðåæèì³ ðåçî-
íàíñó íèçüêî¿ ÷àñòîòè ω = ω1, ñèëè òåðòÿ 
F1 ³ F2 íå îáìåæóþòü íàðîñòàííÿ àìïë³òóä 
êîëèâàíü ìàñ, à ò³ëüêè çìåíøóþòü øâèä-
ê³ñòü ¿õ íàðîñòàííÿ. Â³äð³çîê 1-2 ëåæèòü 
íà êðèâ³é

  
(13)

à â³äð³çîê 2-3 – íà êðèâ³é

  

(14)

Òî÷êà 2 ìàº êîîðäèíàòè
 

Âèðàç (9) âèçíà÷àº êðèòè÷íå çíà÷åííÿ 
êîåô³ö³ºíòà φ2 çà çàäàíîãî φ1, òîáòî çíà-
÷åííÿ φ1 ³ φ2 , ìåíøå ÿêèõ ñèëè òåðòÿ íå 
îáìåæóþòü íàðîñòàííÿ àìïë³òóä ïåðåì³-
ùåíü ³ ïðèñêîðåíü ìàñ çà ω = ω1. Àíàëî-
ã³÷íèé ñåíñ ìàº ³ âèðàç (14). ßêùî òî÷êà, 
ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ φ1 ³ φ2, ëåæèòü ó ä³ëÿíö³ 
1-1’-2’-3 ‘3-2-1, òî ïðóæèíè ìàþòü ïåðå-
ðèâ÷àñòó äåôîðìàö³þ, òîáòî çà ïåð³îä êî-
ëèâàíü ìàñà ò2 ìàº çóïèíêè â³äíîñíî ò1 
àáî ìàñà ò1 ìàº çóïèíêè â³äíîñíî îïîð-
íî¿ ïîâåðõí³, àáî îáèäâ³ ìàñè ðóõàþòüñÿ 
÷àñòèíó ïåð³îäó ÿê îäíå ö³ëå ç îïîðíîþ 
ïîâåðõíåþ.

Â³äð³çîê 1’-2’ ëåæèòü íà êðèâ³é

 

(15)

à â³äð³çîê 2’-3 ‘– íà êðèâ³é

 

(16)

Òî÷êà 2’ ìàº êîîðäèíàòè  Рисунок 2 – Діаграма стійкості коливань мас у 

режимах резонансів
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Ôîðìóëè (10) ³ (11) äàþòü ãðàíè÷íå ñï³â-
â³äíîøåííÿ ñèë òåðòÿ, òîáòî òàêèõ ñèë, çà 
ÿêèõ ³ âèùå ÿêèõ îäíà àáî îáèäâ³ ïðóæè-
íè íå äåôîðìóþòüñÿ.

Çà ðåçîíàíñó ç âèñîêîþ ÷àñòîòîþ 
ω = ω2 ñèëè òåðòÿ F1 ³ F2 îáìåæóþòü àìï-
ë³òóäè êîëèâàíü ìàñ, ÿêùî φ1 ³ φ2 ìàþòü 
òàê³ çíà÷åííÿ, ùî òî÷êà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ 
íèìè, íå ëåæèòü ó ä³ëÿíö³, îáìåæåí³é â³ä-
ð³çêàìè 4-5 ³ 5-6 òà îñÿìè êîîðäèíàò. Â³ä-
ð³çêè 4-5 ³ 5-6 âèçíà÷àþòü ãðàíèö³ ñò³é-
êîñò³ êîëèâàíü çà ðåçîíàíñó ω = ω2 (ë³í³¿ 
êðèòè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü φ1 ³ φ2).

Â³äð³çîê 4-5 ëåæèòü íà êðèâ³é

   

(17)

à â³äð³çîê 5-6 – íà êðèâ³é

    

(18)

Òî÷êà 5 ìàº êîîðäèíàòè

   
(19)

ßêùî òî÷êà ëåæèòü íà â³äð³çêàõ 4’-5’ àáî 
5’-6’, àáî ïîçà ä³ëÿíêîþ, îáìåæåíîþ öèìè 
â³äð³çêàìè ³ îñÿìè êîîðäèíàò, òî îäíà àáî 
îáèäâ³ ïðóæèíè íå äåôîðìóþòüñÿ.

Â³äð³çîê 4’-5’ ëåæèòü íà êðèâ³é

 

(20)

à â³äð³çîê 5’-6’ – íà êðèâ³é

   

(21)

Òî÷êà 5’ ìàº êîîðäèíàòè:

  
(22)

Âèðàçè (20) ³ (21) äàþòü ãðàíè÷íå 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ñèë òåðòÿ F1 ³ F2 çà ω = ω2. 
ßêùî òî÷êà ëåæèòü ó ä³ëÿíö³ 4-4’-5-6’-6-
5-4, òî îäíà àáî îáèäâ³ ïðóæèíè ìàþòü 
ïåðåðèâ÷àñòó äåôîðìàö³þ.

Âèñíîâêè. Ó ðîáîò³ âèêëàäåíèé íàáëè-
æåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿíü (1) äëÿ ñòàëîãî 
ðåæèìó êîëèâàíü çà íàÿâíîñò³ â ñèñòåì³ 
ñèë òåðòÿ F1 ³ F2. Ðîçâ’ÿçîê îòðèìàíî ìå-
òîäîì ë³íåàðèçàö³¿ ñèñòåìè.

Ñèëè òåðòÿ F1 ³ F2 áóäóòü îáìåæóâàòè 
íàðîñòàííÿ àìïë³òóä êîëèâàíü ìàñ ó ðå-
æèìàõ ðåçîíàíñ³â (òîáòî êîëèâàííÿ áó-
äóòü ñò³éêèìè), ÿêùî â³äïîâ³äí³ ¿ì êîåô³-
ö³ºíòè â³äíîñíîãî òåðòÿ φ1 ³ φ2 º á³ëüø³ â³ä 
êðèòè÷íèõ çíà÷åíü (13), (14), (17) ³ (18).

Îñê³ëüêè êðèòè÷í³ ñèëè òåðòÿ âèçíà-
÷åí³ ç âèðàç³â (10) òà (11), ÿê³ º íàáëè-
æåíèìè ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (1), òî äëÿ 
ïîð³âíÿííÿ íàìè áóëî ïðîàíàë³çîâàíî 
òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê ç ðîáîòè [3] ð³âíÿíü 
êîëèâàíü äîñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè, êîëè 
º ò³ëüêè ñèëà F1 àáî F2. Ðîçâ’ÿçîê, íàâå-
äåíèé â [3], º îêðåìèì âèïàäêîì îòðè-
ìàíîãî ðîçâ’ÿçêó ³ âèçíà÷àº (çà ω = ω1 ³ 
ω = ω2) íà ãðàô³êó ðèñóíêó 2 ò³ëüêè òî÷êè 
1, 3, 4, 6. Äëÿ öèõ òî÷îê êðèòè÷í³ ñèëè íà-
âåäåíîãî ðîçâ’ÿçêó ³ ðîçâ’ÿçêó ç [2] òî÷íî 
çá³ãàþòüñÿ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè â 
ñèñòåì³ º ñèëè F1 ³ F2, ïåðåâ³ðêà çàëåæíîñ-
òåé (13), (14), (17), (18) ïðîâîäèëàñÿ íàìè 
íà ÏÊ. Ðîçá³æí³ñòü ðîçâ’ÿçê³â ó öüîìó âè-
ïàäêó íå ïåðåâèùóâàëà 8 %.

Çîêðåìà, çà ôîðìóëàìè (13) òà (14) 
áóëî ïðîâåäåíî îö³íþâàííÿ ñòóïåíÿ äåì-
ïôóâàííÿ êîëèâàíü ï³äðåñîðåíèõ ìàñ 
òðàêòîðà John Deere 8430 ïåðåä éîãî âè-
ïðîáóâàííÿì. Çà öèõ óìîâ ðåçîíàíñí³ 
øâèäêîñò³ ðóõó òðàêòîðà âèçíà÷àëèñÿ âè-
ðàçàìè:

 
(23)

äå L – äîâæèíà ïðîéäåíîãî øëÿõó, ì.
ßê ïðàâèëî, v2 >> vê – êîíñòðóêö³éíî¿ 

øâèäêîñò³, à v1  vê, òîìó îö³íêó ñòóïåíÿ 
äåìïôóâàííÿ êîëèâàíü òðàêòîðà ïðîâî-
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äèëè çà ôîðìóëàìè (13) òà (14). Ïðè öüî-
ìó çíà÷åííÿ àìïë³òóäè êîëèâàíü êîë³ñ s0 

ïðèéìàëèñÿ çà ðåçóëüòàòàìè ðàí³øå ïðî-
âåäåíèõ âèïðîáóâàíü.
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Summary 

Purpose of the study is to assess the possibility of calculating the stability of tractor oscillations as a 

system with nonlinearities such as dry friction due to the inverse problem.

Research methods. The methodological basis of the work is the generalization and analysis of known 

scientifi c results regarding the dynamics of two-mass systems in resonance modes and the use of a 

systematic approach. The analytical method and comparative analysis were used to form a scientifi c 

problem, determine the goal and formulate the research objectives. When creating empirical models, 

the main provisions of the theory of stability of systems, methodology of system analysis and research 

of operations were used.

The results of the study. Oscillations of the system with harmonic excitation by its base are considered 

(for example, the movement of a tractor on an uneven supporting surface). Oscillations of this system 

are described by nonlinear differential equations. To solve this equation, instead of friction dampers 

with friction forces, linear dampers with corresponding drag coeffi  cients are included in the system. By 

solving the obtained system of linear inhomogeneous differential equations for the steady-state mode 

of oscillation, the amplitudes of oscillations of masses and deformation of springs with certain stiffness 

are determined.

To clarify the effect of friction forces on mass oscillations in resonance modes, the obtained 

expressions were analyzed. A diagram of stability of mass oscillations in resonance modes is obtained.

Conclusions. It has been established that if the coeffi  cients of relative friction have such values 

that the point that is determined by them lies within the region bounded by segments 1-2 and 2-3 and 

coordinate axes, then during oscillations in the low-frequency resonance mode, the friction forces do not 

limit the increase in amplitudes fl uctuations of masses, but only reduce the rate of their growth. If the 

point, which is determined by the coeffi  cients of relative friction, lies in the region 1-1’-2’-3 ‘3-2-1, then the 

springs have intermittent deformation, that is, during the period of oscillation, one mass of the system 

has stops relative to another mass, or the last has stops relative to the support surface, or both masses 

move part of the period as a whole with the support surface. At resonance with a high frequency, the 

friction forces limit the amplitudes of mass oscillations if the coeffi  cients of relative friction have such 

values that the point that is determined by them does not lie in the region bounded by segments 4-5 

and 5-6 and the coordinate axes. Sections 4-5 and 5-6 defi ne the boundaries of vibration stability at 

resonance (lines of critical ratios of the coeffi  cients of relative friction).

Keywords: tractor, oscillatory system, dry friction, resonance, nonlinearity.
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Аннотация

Цель исследования. Основной целью работы является оценка возможности расчета устойчиво-

сти колебаний трактора как системы с нелинейностями типа сухого трения за счет обратной задачи.

Методы исследования. Методологической основой работы является обобщение и анализ 

известных научных результатов относительно динамики двухмассовых систем в режимах резо-

нансов и использование системного подхода. Для формирования научной проблемы, определе-

ния цели и постановки задач исследования использовался аналитический метод и сравнительный 

анализ. При создании эмпирических моделей использованы основные положения теории устой-

чивости систем, методологии системного анализа и исследования операций.

Результаты исследования. Рассмотрены колебания системы при гармоническом возбужде-

нии ее основой (например, движение трактора по неровной опорной поверхности). Колебания 

этой системы описываются нелинейными дифференциальными уравнениями. Для решения дан-

ного уравнения, в систему вместо фрикционных демпферов с силами трения включены линейные 

демпферы с соответствующими коэффициентами сопротивления. Решением полученной системы 

линейных неоднородных дифференциальных уравнений для установившегося режима колеба-

ний определены амплитуды колебаний масс и деформации пружин с определенными жесткости.

Для выяснения влияния сил трения на колебания масс в режимах резонансов были проанали-

зированы полученные выражения. Получена диаграмма устойчивости колебаний масс в режимах 

резонансов.

Выводы. Установлено, что, если коэффициенты относительного трения имеют такие значе-

ния, что точка, которая определяется ними, лежит внутри области, ограниченной отрезками 1-2 

и 2-3 и осями координат, то при колебаниях в режиме резонанса низкой частоты силы трения не 

ограничивают нарастание амплитуд колебаний масс, а только уменьшают скорость их нараста-

ния. Если точка, которая определяется коэффициентами относительного трения, лежит в области 

1-1’-2’-3 ‘3-2-1, то пружины имеют прерывистую деформацию, то есть за период колебаний одна 

масса системы имеет остановки относительно другой массы или последняя имеет остановки от-

носительно опорной поверхности, либо же обе массы движутся часть периода как одно целое с 

опорной поверхностью. При резонансе с высокой частотой силы трения ограничивают амплитуды 

колебаний масс, если коэффициенты относительного трения имеют такие значения, что точка, 

которая определяется ними, не лежит в области, ограниченной отрезками 4-5 и 5-6 и осями ко-

ординат. Отрезки 4-5 и 5-6 определяют границы устойчивости колебаний при резонансе (линии 

критических соотношений коэффициентов относительного трения).

Ключевые слова: трактор, колебательная система, сухое трение, резонанс, нелинейность.


