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Анотація

Мета дослідження – розроблення матричного методу дослідження динаміки трактора як ба-

гатомасової просторової системи твердих тіл з довільним розташуванням пружної підвіски тіл на 

амортизаторах відносно нерухомої опорної поверхні і наявністю пружних зв’язків між тілами, типу 

балкових елементів.

Методи дослідження. Методологічною основою роботи є узагальнення та аналіз відомих на-

укових результатів відносно динаміки двомасових систем в режимах резонансів та використання 

системного підходу. Для формування наукової проблеми, визначення мети і постановки задач до-

слідження використовувався аналітичний метод та порівняльний аналіз. У створенні емпіричних 

моделей використані основні положення теорії стійкості систем, методології системного аналізу 

та дослідження операцій.

Результати дослідження. Представлено колісну машину як амортизовану континуальну кон-

струкцію типу рами з розташованими на ній агрегатами і складальними одиницями, а також пред-

ставлена методика розрахунку окремих блок-матриць коефіцієнтів жорсткості і демпфування. 

Водночас передбачається, що паралельно до кожного пружного елемента може бути включений 

в’язкий демпфер. За такої побудови матриці жорсткості і демпфування блок-матриці формуються 

однаково. Матриці демпфування виходять з відповідних матриць підстановкою констант демпфу-

вання замість жорстких.

Для визначення власних частот і форм коливань недемпфованої системи через ПК найбільш 

ефективним є метод діагоналізації послідовними обертаннями. 

Цей метод дає повний розв’язок задачі, визначаючи всі частоти і форми одночасно і хорошу 

збіжність.

Висновок. Розглянутий метод аналізу і розрахунку динаміки і віброамортізації трактора, як 

складної механічної системи, заснований на матричному записі задачі про просторові коливання 

системи твердих тіл з пружними зв’язками. Матричні рівняння особливо корисні у вивченні склад-

них сильнозв’язаних систем з обов’язковим використанням ПК.

Представлена робота дає повну методику розрахунку трактора як складної механічної систе-

ми типу просторової рами зі встановленим на ній обладнанням.

Ключові слова: трактор, коливальна система, сухе тертя, резонанс, нелінійність.
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Âñòóï. Äîñë³äæóþ÷è äèíàì³êó ñêëàä-
íèõ ïðîñòîðîâèõ ðàì ç óñòàíîâëåíèì íà 
íèõ êîìïëåêñîì àãðåãàò³â, ÿêèìè º òðàê-
òîðè, ³ âèð³øóþ÷è çàäà÷³ â³áðîàìîðò³çà-
ö³¿ òàêèõ ñèñòåì ç óðàõóâàííÿì ìîæëèâî¿ 
ïîäàòëèâîñò³ ðàìè, çàçâè÷àé ñòèêàþòüñÿ ç 
âåëèêèìè òðóäíîùàìè ç âèáîðó ïðèéíÿò-
íî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ äèíàì³÷íî¿ ìîäåë³ ñèñ-
òåìè ³ ñòâîðåííÿ ñó÷àñíîãî ìåòîäó ðîçðà-
õóíêó òàêî¿ ñèñòåìè ç âèêîðèñòàííÿì ÏÊ.

Îäèí ç ìîæëèâèõ âàð³àíò³â çàì³íè ðå-
àëüíî¿ êîíñòðóêö³¿ òðàêòîðà ñïðîùåíîþ 
ìîäåëëþ â ä³ëÿíö³ ñïåêòðà íèçüêèõ âëàñ-
íèõ ÷àñòîò º ïîäàííÿ ¿¿ ÿê ïðîñòîðîâó ñè-
ñòåìó òâåðäèõ ò³ë ³ òî÷êîâèõ ìàñ, ç’ºäíà-
íèõ ì³æ ñîáîþ ïðóæíèìè çâ’ÿçêàìè òèïó 
áàëêîâèõ åëåìåíò³â ³ ïîâ’ÿçàíèõ ç íåñíîþ 
ïîâåðõíåþ àìîðòèçàòîðàìè. Äèíàì³÷íèé 
ðîçðàõóíîê òàêî¿ ñèñòåìè çâîäèòüñÿ äî 
äîñë³äæåííÿ ñèñòåìè ç ê³íöåâèì ÷èñëîì 
ñòóïåí³â ñâîáîäè ³ çä³éñíþºòüñÿ ÷åðåç ÏÊ 
³ ìàòðè÷íèõ ìåòîä³â ðîçðàõóíêó.

Ïîñë³äîâíèé ðîçâèòîê ìàòðè÷íîãî 
àïàðàòà çàãàëüíî¿ òåîð³¿ âëàñíèõ ³ âèìó-
øåíèõ êîëèâàíü ñêëàäíî¿ ïðóæíî¿ ñèñ-
òåìè äàº çìîãó ñôîðìóëþâàòè çàãàëüíèé 
ï³äõ³ä äî çàâäàíü ðîçðàõóíêó êîëèâàíü 
çáëîêîâàíèõ ³ àìîðòèçîâàíèõ ìåõàí³çì³â 
³ ìàº äâ³ ñóòòºâ³ ïåðåâàãè [Áîëòÿíñêèé, 
1969; Êàòêîâíèê, 1966].

Ïî-ïåðøå, âèêîðèñòàííÿ ìàòðèöü â 
ïîºäíàíí³ ç ÏÊ ñèñòåìàòèçóº ³ ñïðîùóº 
ðîçðàõóíêè, ùî º íåìîæëèâèì çà áóäü-ÿêî¿ 
³íøî¿  ñõåìè [Áåëÿåâ, 1978]. Æîðñòê³ñòü ³ 
äåìïôóâàëüí³ âëàñòèâîñò³ ïîâíî¿ ñèñòåìè 
ìîæóòü áóòè âèçíà÷åí³ ç õàðàêòåðèñòèê 
îêðåìèõ àìîðòèçàòîð³â, ÿê³ øâèäêî ðîç-
ðàõîâóþòüñÿ, òà ³íøèõ áàëêîâèõ åëåìåíò³â 
îäíàêîâèìè àâòîìàòè÷íèìè îïåðàö³ÿìè 
ìàòðè÷íî¿ àëãåáðè [Êàö, 1998].

Ïî-äðóãå, çàñòîñóâàííÿ ìàòðèöü âíî-
ñèòü îñîáëèâó ìàòåìàòè÷íó ÷³òê³ñòü ³ ÿñ-
í³ñòü â çàãàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³, ÷îãî 
íå ìîæíà äîñÿãòè çâè÷àéíèì ðîçãîðíó-
òèì ïîçíà÷åííÿì [Õàñüìèíñêèé, 1969].

Ìåòîþ ðîáîòè º ðîçðîáêà ìàòðè÷íîãî 
ìåòîäó äîñë³äæåííÿ äèíàì³êè òðàêòîðà 
ÿê áàãàòîìàñîâî¿ ïðîñòîðîâî¿ ñèñòåìè 
òâåðäèõ ò³ë ç äîâ³ëüíèì ðîçòàøóâàííÿì 
ïðóæíî¿ ï³äâ³ñêè ò³ë íà àìîðòèçàòîðàõ 

â³äíîñíî íåðóõîìî¿ îïîðíî¿ ïîâåðõí³ ³ 
íàÿâí³ñòþ ïðóæíèõ çâ’ÿçê³â ì³æ ò³ëàìè 
òèïó áàëêîâèõ åëåìåíò³â.

Ìåòîäè ³ ìàòåð³àëè. Ìåòîäîëîã³÷íîþ 
îñíîâîþ ðîáîòè º óçàãàëüíåííÿ òà àíàë³ç 
â³äîìèõ íàóêîâèõ ðåçóëüòàò³â â³äíîñíî 
äèíàì³êè äâîìàñîâèõ ñèñòåì â ðåæèìàõ 
ðåçîíàíñ³â òà âèêîðèñòàííÿ ñèñòåìíîãî 
ï³äõîäó. Äëÿ ôîðìóâàííÿ íàóêîâî¿ 
ïðîáëåìè, âèçíà÷åííÿ ìåòè ³ ïîñòàíîâêè 
çàäà÷ äîñë³äæåííÿ âèêîðèñòîâóâàâñÿ 
àíàë³òè÷íèé ìåòîä òà ïîð³âíÿëüíèé 
àíàë³ç. Äëÿ ñòâîðåííÿ åìï³ðè÷íèõ ìîäåëåé 
âèêîðèñòàí³ îñíîâí³ ïîëîæåííÿ òåîð³¿ 
ñò³éêîñò³ ñèñòåì, ìåòîäîëîã³¿ ñèñòåìíîãî 
àíàë³çó òà äîñë³äæåííÿ îïåðàö³é.

Ðåçóëüòàòè. Ïðåäñòàâèìî êîë³ñíó 
ìàøèíó ÿê àìîðòèçîâàíó êîíòèíóàëüíó 
êîíñòðóêö³þ òèïó ðàìè ç ðîçòàøîâàíèìè 
íà í³é àãðåãàòàìè ³ ñêëàäàëüíèìè 
îäèíèöÿìè (ðèñóíîê 1). Çàì³íèìî ðåàëüíó 
êîíñòðóêö³þ íà ïðîñòîðîâó ñèñòåìó ò³ë, ÿê³ 
ìàþòü ø³ñòü ñòóïåí³â ñâîáîäè ³ ïîâ’ÿçàí³ 
îäèí ç îäíèì áàëî÷íèìè åëåìåíòàìè 2. 
Ïðèïóñòèìî, ùî äîñë³äæóâàíà ñèñòåìà 
ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê n òâåðä³ ò³ëà 1.

Ð³âíÿííÿ ìàëèõ êîëèâàíü â ìàòðè÷í³é 
ôîðì³ ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðèöü 
æîðñòêîñò³ [K], äåìïôóâàííÿ [C] ³ ìàñ   
[M] çàïèñóºòüñÿ òàê:

 (1)

Ìàòðèöÿ [X] õàðàêòåðèçóº ïîñòóïàëüíèé 
³ îáåðòàëüíèé ðóõ êîæíîãî òâåðäîãî ò³ëà.

Рисунок 1 – Представлення колісної машини як 

амортизованої континуальної конструкції
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Ìàòðèöÿ [U] õàðàêòåðèçóº çñóâ îïîð-
íî¿ ïîâåðõí³ ³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ â ðîç-
ðàõóíêó ñèñòåìè ïàñèâíî¿ â³áðî³çîëÿö³¿. 
Ìàòðèöÿ [F] õàðàêòåðèçóº ñèñòåìó ñèë ³ 
ìîìåíò³â â îêðåìèõ àãðåãàòàõ, âñòàíîâëå-
íèõ íà çàãàëüí³é ðàì³, ³ âèêîðèñòîâóºòü-
ñÿ â ðîçðàõóíêó ñèñòåìè àêòèâíî¿ â³áðî-
³çîëÿö³¿. Íàäàë³ äëÿ âèçíà÷åíîñò³ áóäåìî 
ðîçãëÿäàòè ò³ëüêè ñèñòåìó àêòèâíî¿ â³áðî-
³çîëÿö³¿, òîáòî ïðèéìåìî [U] = 0 .

Êîæíó ìàòðèöþ [M], [K], [C] ³ [F] 
ìîæíà ðîçáèòè íà áëîêè, ïðè÷îìó êîæíà 
áëîê-ìàòðèöÿ õàðàêòåðèçóº îêðåìî âçÿòå 
òâåðäå ò³ëî ³, îòæå, º ìàòðèöåþ ðîçì³ðîì 
6 õ 6.

Ð³âíÿííÿ ìàëèõ êîëèâàíü ñèñòåìè â 
áëîêîâ³é ôîðì³ çàïèñóºòüñÿ òàê:

 

(2)

Ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî äëÿ êîæíîãî 
ò³ëà âèáèðàºòüñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò {X}, 
ïîâ’ÿçàíà ç öèì ò³ëîì.

Ó ð³âíÿíí³ (2) áëîê-ìàòðèö³ êîåô³-
ö³ºíò³â æîðñòêîñò³, ÿê³ ðîçòàøîâàí³ íà 
ãîëîâí³é ä³àãîíàë³, õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñó-
ìàðíîþ æîðñòê³ñòþ âñ³õ àìîðòèçàòîð³â, ³ 
áàëêîâèõ ïðóæíèõ åëåìåíò³â, ÿê³ â³äíî-
ñÿòüñÿ äî öüîãî ò³ëà. Áëîê-ìàòðèö³, ðîçòà-
øîâàí³ íà ãîëîâí³é ä³àãîíàë³, õàðàêòåðè-
çóþòü çâ’ÿçîê îêðåìèõ ò³ë ì³æ ñîáîþ.

ßêùî ì³æ îêðåìèìè ò³ëàìè ñèñòåìè â³ä-
ñóòí³é çâ’ÿçîê, òî ÷àñòèíà êîåô³ö³ºíò³â ìà-
òðèöü æîðñòêîñò³ ³ äåìïôóâàííÿ, ÿê³, ÿê ³í-
äåêñè, ì³ñòÿòü íîìåðè öèõ ò³ë, â³äðàçó æ ñë³ä 
ïðèéíÿòè ð³âíèìè 0 [Ovsyannikov etc, 2018].

Ó [Êàö, 1998] ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà 
ðîçðàõóíêó îêðåìèõ áëîê-ìàòðèöü êîå-
ô³ö³ºíò³â æîðñòêîñò³ ³ äåìïôóâàííÿ. Ïå-
ðåäáà÷àºòüñÿ, ùî ïàðàëåëüíî äî êîæíîãî 
ïðóæíîãî åëåìåíòà ìîæå áóòè âêëþ÷åíèé 
â’ÿçêèé äåìïôåð. Çà ö³º¿ ïîáóäîâè ìàòðè-
ö³ æîðñòêîñò³ ³ äåìïôóâàííÿ áëîê-ìàòðè-
ö³ ôîðìóþòüñÿ îäíàêîâî. Ìàòðèö³ äåì-
ïôóâàííÿ âèõîäÿòü ç â³äïîâ³äíèõ ìàòðèöü 
ï³äñòàíîâêîþ êîíñòàíò äåìïôóâàííÿ çà-
ì³ñòü æîðñòêèõ.

Äëÿ ïîâíîãî ðîçðàõóíêó âëàñíèõ ³ âè-
ìóøåíèõ êîëèâàíü íåîáõ³äíèé ðîçâ’ÿçîê 
ñïåö³àëüíî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ çàäà÷³, â³äîìî¿ 
ï³ä íàçâîþ «ìàòðè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî âëàñí³ 
çíà÷åííÿ».

Ðîçãëÿíåìî â³ëüí³ êîëèâàííÿ {F } = 0 
íåäåìïôîâàíî¿ âèõ³äíî¿ ñèñòåìè [C] = 0; 
òîä³ ð³âíÿííÿ (1) çàïèñóºòüñÿ òàê:

  (3)

Ïðèéìåìî ð³øåííÿ äëÿ {X} ó ôîðì³

 (4)
äå {v} – âåêòîð-ñòîâïåöü íåâ³äîìèõ 

àìïë³òóä; ω – íåâ³äîìà ÷àñòîòà.
Ï³äñòàâëÿþ÷è (4) â (3), îòðèìóºìî ð³â-

íÿííÿ àëãåáðè, ÿêå çâ’ÿçóº àìïë³òóäè êî-
ëèâàíü ³ ÷àñòîòè:

  (5)

Ç ð³âíÿííÿ (5) ìîæíà âèçíà÷èòè âëàñ-
í³ ÷àñòîòè ³ ôîðìè êîëèâàííÿ. Ïîâíèé 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî âëàñí³ çíà÷åííÿ, 
âèçíà÷åí³ ð³âíÿííÿì (5), ñêëàäàºòüñÿ ç 
n âëàñíèõ çíà÷åíü ³ n âëàñíèõ âåêòîð³â. 
Êîæí³é âëàñí³é ÷àñòîò³ ω2

r â³äïîâ³äàº ñòîâ-
ïåöü âëàñíèõ çíà÷åíü {vr}. Äàë³ n âëàñíèõ 
âåêòîð³â ìîæíà çàïèñàòè ÿê ºäèíó êâà-
äðàòíó ìàòðèöþ [V], êîæåí ñòîâïåöü ÿêî¿ 
º âëàñíèì âåêòîðîì {vr}:

 

(6)

Ìàòðèöÿ [V] íàçèâàºòüñÿ ìîäàëüíîþ 
ìàòðèöåþ çàäà÷³ ïðî âëàñí³ çíà÷åííÿ.

Òàêîæ n âëàñíèõ ÷àñòîò ω2
r  ìîæíà çà-
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ïèñàòè ä³àãîíàëüíèìè ìàòðèöÿìè [Ω2], ÿê 
ñïåêòðàëüíó ìàòðèöþ çàäà÷³ ïðî âëàñí³ 
çíà÷åííÿ:

 

(7)

Êîæåí âëàñíèé âåêòîð ³ â³äïîâ³äíà 
âëàñíà ÷àñòîòà çàäîâîëüíÿþòü ñï³ââ³äíî-
øåííÿì:

 (8)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìîäàëüíó ³ ñïåê-
òðàëüíó ìàòðèö³, ìîæíà çàïèñàòè ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ (8) ºäèíèì ìàòðè÷íèì ð³âíÿí-
íÿì:

  (9)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ôîðì 
êîëèâàíü íåäåìïôîâàíî¿ ñèñòåìè ç âèêî-
ðèñòàííÿì ÏÊ íàéá³ëüø åôåêòèâíèé ìå-
òîä ä³àãîíàë³çàö³¿ ïîñë³äîâíèìè îáåðòàí-
íÿìè. Öåé ìåòîä º îäíèì ç íàéñòàð³øèõ, 
àëå äî íåäàâíüîãî ÷àñó ïðàêòè÷íî íå âè-
êîðèñòîâóâàâñÿ, îñê³ëüêè âèìàãàº âåëèêî¿ 
ê³ëüêîñò³ àðèôìåòè÷íèõ îá÷èñëåíü. Îäíàê 
â³í äóæå äîáðå ïðèñòîñîâàíèé äëÿ îá÷èñ-
ëåíü íà ÏÊ, îñê³ëüêè äîïîìàãàº ñêëàñòè 
ïðîñòó ñòàíäàðòíó ïðîãðàìó. Öåé ìåòîä 
äàº ïîâíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, âèçíà÷àþ÷è 
âñ³ ÷àñòîòè ³ ôîðìè îäíî÷àñíî, ³ õîðîøó 
çá³æí³ñòü.

Îñíîâíîþ îá÷èñëþâàëüíîþ îïåðàö³-
ºþ ìåòîäó º îòðèìàííÿ ñèìåòðè÷íî¿ ìà-
òðèö³ [U] ÷åðåç ìîäàëüíó ìàòðèöþ [W] ³ 
ñïåêòðàëüíó ìàòðèöþ [Ω2]:

 (10)
äå [Ω2] – ä³àãîíàëüíà ìàòðèöÿ âëàñíèõ 

çíà÷åíü ω2
r ; ñòîâïö³ ìàòðèö³ [W] º âëàñíè-

ìè âåêòîðàìè ωr ó çàâäàíí³ âëàñíèõ çíà-
÷åíü: [U][w] = [Ω2][w] àáî [U][W] = [W][Ω2].

Ìîäàëüíà ìàòðèöÿ [W] ó ð³âíÿíí³ (10) 
ìàº äîäàòêîâ³ âëàñòèâîñò³, ÿê³ ïîëÿãàþòü 
â òîìó, ùî ¿¿ ñòîâïö³ íîðìàë³çîâàí³, òîáòî    
[W’r][Wr]=1 àáî [W’][W-1]=1.

Îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (10) 
ïîñë³äîâíèìè îáåðòàííÿìè ïîëÿãàº â çà-
ñòîñóâàíí³ äî ìàòðèö³ [U] ³òåðàö³éíîãî 

ïðîöåñó, ÷åðåç ÿêèé âîíà ïîñòóïîâî ïå-
ðåòâîðþºòüñÿ â ä³àãîíàëüíó ñïåêòðàëüíó 
ìàòðèöþ [Ω2]. Ìàòðèöÿ [U]= [U0] ïîìíî-
æóºòüñÿ ñïðàâà ³ çë³âà íà ïðÿìó ³ òðàíñïî-
íîâàíó ìàòðèö³ òðàíñôîðìàö³¿, ÿê³ äàþòü 
ïîâîðîò îñåé ó äâîõ âèì³ðàõ

³ äàë³   
(11)

Êîæíà ìàòðèöÿ [Ti] ìàº òàêó ôîðìó:

  

(12)

äå 

Ìàòðèöÿ [Ti] ÿâëÿº ïîâîðîò íà êóò θ ó 
ïëîùèí³ p, q ; âîíà ìàº âëàñòèâ³ñòü ð³âíî-
ñò³ òðàíñïîíîâàí³é ìàòðèö³ çâîðîòíî¿ ìà-
òðèö³. ßêùî ïîçíà÷èòè åëåìåíòè ìàòðè-
ö³   [Ui-1] áóêâàìè ajk, à åëåìåíòè ìàòðèö³ 
[Ui] áóêâàìè bjk, òî ìíîæåííÿ ìàòðèöü çà 
ôîðìóëàìè (11) ïîêàçóº, ùî bjk = ajk, çà 
âèíÿòêîì åëåìåíò³â q ñòðîêè ³ p ñòîâïöÿ ³   
p ñòðîêè òà q ñòîâïöÿ, äå ìè ìàºìî:

 

(13)

ßêùî θ îáðàòè òàê, ùî

  (14)

òî ìàòèìåìî bpq= 0. Òàêèé ðåçóëüòàò 
âèõîäèòü çà ïîñë³äîâíîãî ïåðåáîðó âñ³õ 
åëåìåíò³â ó äâîõ ðÿäêàõ ³ äâîõ ñòîâïöÿõ 
âêëþ÷íî. Îäèí òàêèé êðîê íàáëèæàº ìà-
òðèöþ äî ä³àãîíàëüíî¿ ôîðìè, îñê³ëüêè 
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ñóìà êâàäðàò³â åëåìåíò³â, ðîçòàøîâàíèõ 
ïî îáèäâ³ ñòîðîíè â³ä ãîëîâíî¿ ä³àãîíàë³, 
â [Ui] ìåíøå, í³æ â [Ui-1] íà âåëè÷èíó 2a2

pq, 
îñê³ëüêè 

Äëÿ àâòîìàòè÷íîãî îá÷èñëåííÿ c ³ s â 
ìàòðèö³ [Ti] ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ïðÿìè-
ìè àëãåáðà¿÷íèìè ôîðìóëàìè

 

(15)

Ìàòðèöÿ [Ti] ìîæå áóòè îáðàíà íà 
êîæíîìó êðîö³ òàê, ùîá çíèùóâàëàñÿ 
íàéá³ëüøà íåä³àãîíàëüíà ïàðà, õî÷à ìîæ-
ëèâèé ³ ñèñòåìàòè÷íèé ðîçãëÿä óñ³õ åëå-
ìåíò³â [Leibowitz, 1993].

Ó ãðàíèö³ ïðîöåñ ñõîäèòüñÿ, íàáëèæà-
þ÷èñü äî ñïåêòðàëüíî¿ ìàòðèö³ [Ω2], ³ áåç-
ïåðåðâíèé äîáóòîê [Ti] íàáëèæàºòüñÿ äî 
ìîäàëüíî¿ ìàòðèö³ [W]:

  

(16)

Îòæå, êîæíèé íåä³àãîíàëüíèé åëåìåíò 
ïîâèíåí ðîçãëÿäàòèñÿ íåñê³í÷åííå ÷èñëî 
ðàç³â, àëå ïðàêòè÷íî äîñòàòíüî ê³ëüêîõ 
îáõîä³â.

Îáãîâîðåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàñòîñó-
âàííÿ ìåòîäó ä³àãîíàë³çàö³¿ äî îñíî-
âíî¿ çàäà÷³ âëàñíèõ çíà÷åíü, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ (9). Öþ çàäà÷ó ç 
äâîìà ñèìåòðè÷íèìè ìàòðèöÿìè [K] ³ 
[M]  ìîæíà ïðèâåñòè äî çàäà÷³ ïðî ä³à-
ãîíàë³çàö³þ îäí³º¿ ñèìåòðè÷íî¿ ìàòðèö³ 

 ç ìîäàëüíîþ ìàòðèöåþ 

ïåðåòâîðåííÿ  òàê:

  

(17)

Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ îñòàííüî¿ çàäà÷³ ïðî 
âëàñí³ çíà÷åííÿõ äàº ñïåêòðàëüíó ìàòðè-
öþ [Ω2] ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³. Ùîá îòðèìàòè 
ìîäàëüíó ìàòðèöþ [V] ïî÷àòêîâî¿ çàäà÷³, 
íåîáõ³äíî çä³éñíèòè ìàòðè÷íå ìíîæåííÿ:

 (18)
Àíàëîã³÷íî ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè 

öåé ìåòîä äëÿ âèð³øåííÿ çàäà÷³ ìàòðèöåþ 
ï³ääàòëèâîñò³ [Ï] = [K]-1:

 
(19)

(20)

òîáòî â öüîìó âèïàäêó

 (21)

à çíà÷åííÿ ìîäàëüíî¿ ìàòðèö³ [V] âè-
õîäèòü ÿê

  (22)

ßê ïîêàçàíî âèùå, äëÿ âèð³øåííÿ 
çàâäàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü áóäå íåîáõ³äíî 

îá÷èñëþâàòè  ³ . Ìàòðèöÿ [M] – 
ñèìåòðè÷íà, àëå ìîæå áóòè ÿê ä³àãîíàëü-
íîþ, òàê ³ íåä³àãîíàëüíîþ çàëåæíî â³ä âè-
áîðó ñèñòåì êîîðäèíàò ó òâåðäîìó ò³ë³. Ó 
ðàç³ ïðåäñòàâëåííÿ ³íåðö³éíèõ âëàñòèâîñ-
òåé ñèñòåìîþ òî÷êîâèõ ìàñ ìàòðèöÿ [M] 
çàâæäè ä³àãîíàëüíà [Caughey etc, 1992].

Ïðåäñòàâèìî ìàòðèöþ [M] ÷åðåç ¿¿ 
ñïåêòðàëüíó ìàòðèöþ [D(μ)] ³ ìîäàëüí³ 
ìàòðèö³ ïåðåòâîðåííÿ [N] ³ [N]’:

  (23)
ßêùî ìè îòðèìàºìî òàêå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ, òî ç ä³àãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ [D(μ)] 
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ìîæíà îòðèìàòè ìàòðèö³, ÿê³ º ôóíêö³ÿ-
ìè ìàòðèö³ [M]:

 

(24)

äå  ³  – ä³àãîíàëüí³ ìà-
òðèö³, åëåìåíòè ÿêèõ – íåãàòèâí³ ³ ïî-
çèòèâí³ ïîëîâèíí³ ñòóïåí³ â³äïîâ³äíèõ 
åëåìåíò³â ìàòðèö³ [D(μ)] . Ðîçðàõóíîê ìà-
òðèöü [D(μ)], [N], [N]’ ìîæå áóòè ïðîâå-
äåíèé òàêîæ ìåòîäîì ä³àãîíàë³çàö³¿ ïîñë³-
äîâíèìè îáåðòàííÿìè.

Âèçíà÷èâøè âëàñí³ ÷àñòîòè ³ ôîðìè 
íåäåìïôîâàíî¿ ñèñòåìè, âèçíà÷èìî çì³-
íó âëàñíèõ çíà÷åíü ñèñòåìè çàâäÿêè äåì-
ïôóâàííþ. Äî ìàòðèöü [K] ³ [M] äîäàºòüñÿ 
ìàòðèöÿ äåìïôóâàííÿ [C]. Çàâäàííÿ ïî-
ëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ êîìïëåêñíèõ âëàñíèõ 
çíà÷åíü pr — αr + jωr, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü 
ð³âíÿííÿ

  (25)
Áóäåìî äîïóñêàòè, ùî âëàñí³ âåêòîðè 

ñèñòåìè ç äåìïôóâàííÿì íå â³äð³çíÿþòü-
ñÿ â³ä âëàñíèõ âåêòîð³â íåäåìïôîâàíî¿ 
ñèñòåìè, ³ âèçíà÷èìî äåìïôóâàííÿ ðîç-
êëàäàííÿì çà âëàñíèìè ôîðìàìè.

Ðîçêëàäàííÿ íà âëàñí³ âåêòîðè äîâ³ëü-
íîãî âåêòîðà {y} ìàº ôîðìó:

  
(26)

äå ar  – ñêàëÿðí³ ìíîæíèêè ôîðìè. 
Êîëè {y} ³ {vr} â³äîì³, ìîæíà, ïåðåìíîæó-
þ÷è îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ íà {vs}[M], 
âèçíà÷èòè ar.

Âíàñë³äîê îðòîãîíàëüíîñò³ âëàñíèõ 
ôîðì

  (27)
³ ÷ëåíè â ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ (26) 

îáåðòàþòüñÿ â íóëü çà âèíÿòêîì ÷ëåí³â, 
äëÿ ÿêèõ r = s. Ï³äñòàâëÿþ÷è îòðèìàí³ òà-
êèì ñïîñîáîì çíà÷åííÿ ìíîæíèê³â ôîð-
ìè, ðîçêëàäàííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

 
(28)

àáî òàê

  
(29)

Ôîðìà ð³âíÿííÿ (28) ï³äêðåñëþº ðîç-
êëàäàííÿ íà âëàñí³ âåêòîðè, îñê³ëüêè 
â³äíîøåííÿ â ïðàâ³é ÷àñòèí³ º ñêàëÿðîì. 
Ð³âíÿííÿ ó ôîðì³ (29) çðó÷íî âèêîðèñòî-
âóâàòè, êîëè ðîçêëàäàºòüñÿ âåëèêå ÷èñëî 
âåêòîð³â {y}, îñê³ëüêè â³äíîøåííÿ â ïðàâ³é 
÷àñòèí³ ïðåäñòàâëÿþòü êâàäðàòí³ ìàòðèö³ 
³ ðîçðàõîâóþòüñÿ ò³ëüêè îäèí ðàç [Êàë³í³í 
òà ³íø., 2016].

Ôîðìà ð³âíÿíü (28) ñòàº ùå á³ëüø 
åêîíîìíîþ, ç òî÷êè çîðó ÷àñó îá÷èñëåíü, 
êîëè íåîáõ³äíî ðîçêëàñòè á³ëüøå í³æ n 
âåêòîð³â {y}. Ïåðåâ³ðêà ïðàâèëüíîñò³ îá-
÷èñëåííÿ ìàòðèöü çàáåçïå÷óºòüñÿ òîòîæ-
í³ñòþ:

  
(30)

²íøèì âàð³àíòîì ðîçêëàäàííÿ, êîðèñ-
íèì äëÿ ðîçêëàäàííÿ âåêòîðà çáóäæåííÿ  
{F}, º

(31)

Öÿ ôîðìà ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ðîç-
êëàäàííÿ çáóäæåííÿ â ÷àñòêàõ àìïë³òóä 
³íåðö³éíèõ ñèë çà âëàñíèìè ôîðìàìè êî-
ëèâàíü. Îñòàííÿ ôîðìà çàïèñó àíàëîã³÷íà 
ð³âíÿííþ (29).

Ðîçêëàäàþ÷è äåìïôóâàííÿ çà âëàñíè-
ìè ôîðìàìè êîëèâàíü, îòðèìàºìî ñòó-
ï³íü çàãàñàííÿ, ùî â³äïîâ³äàº â³ëüíîìó 
ðóõó îêðåìî äëÿ êîæíî¿ ôîðìè

 
(32)

äå ζr – ñòóï³íü äåìïôóâàííÿ â ÷àñòêàõ 
êðèòè÷íîãî.

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ âèìóøå-
íèõ êîëèâàíü äëÿ ð³âíÿííÿ (2), ÿêùî â³-
äîìèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ âëàñíèõ çíà÷åíü 
áåç äåìïôóâàííÿ, îòðèìàí³ ðîçêëàäàí-
íÿ êîåô³ö³ºíò³â äåìïôóâàííÿ çà âëàñíè-
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ìè ôîðìàìè ³ ïðîâåäåíî ðîçêëàäàííÿ çà 
âëàñíèìè ôîðìàìè ïðèìóñîâèõ ñèë [Ìà-
íèòà, 2006].

Êîëè çáóäæåííÿ ìàº óñòàëåíèé ñèíó-
ñî¿äàëüíèé õàðàêòåð

  (33)

òî äëÿ ðîçâ’ÿçêó ìîæíà ïðèéíÿòè ôîðìó

 (34)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (33) ³ (34) â ð³âíÿííÿ 
(2), îòðèìàºìî:

 (35)

Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàäàííÿ ñèë ³ ïåðåì³-
ùåíü çà âëàñíèìè ôîðìàìè. Çíîâó ïîêëà-
äåìî, ùî âëàñí³ ôîðìè ñèñòåìè ç äåìïôó-
âàííÿì çá³ãàþòüñÿ ç âëàñíèìè ôîðìàìè 
ñèñòåìè áåç äåìïôóâàííÿ:

 
(36)

  
(37)

äå ar – íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè. Ï³äñòàâ-
ëÿþ÷è âèðàçè (36) ³ (37) â ð³âíÿííÿ (35), 
à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ 
(8) ³ (32) ÿê

  
(38)

îòðèìàºìî

 
 
(39)

Ï³äñòàâëÿþ÷è îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ïî-
ñë³äîâíî â (37) ³ (34), îòðèìàºìî îñòàòî÷íî

 
(40)

 
(41)

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò º íàáëèæåíèì, 
îñê³ëüêè ôîðìè êîëèâàíü ñèñòåìè ç äåì-
ïôóâàííÿì íå çá³ãàþòüñÿ ç ôîðìàìè êî-
ëèâàíü ñèñòåìè áåç äåìïôóâàííÿ. Ó ä³-

ëÿíö³ ÷àñòîò ïîìèëêà íåâåëèêà, õî÷à íà 
âèñîêèõ ÷àñòîòàõ ìîæëèâ³ çíà÷íî á³ëüø³ 
ïîìèëêè [Êàë³í³í òà ³í., 2016].

Çàê³í÷èìî âèâ÷åííÿ äèíàì³êè ñêëàä-
íèõ ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì âèçíà÷åííÿì êîå-
ô³ö³ºíò³â ïåðåäà÷³ â³áðî³çîëÿö³¿.

Ðîçãëÿíåìî â³áðî³çîëÿö³þ â³ä àêòèâ-
íèõ ñèë äëÿ n ìàñîâî¿ ïðîñòîðîâî¿ ñèñ-
òåìè. Ñèñòåìà ïîâ’ÿçàíà ç íåðóõîìîþ 
æîðñòêîþ îïîðíîþ ïîâåðõíåþ ðÿäîì 
àìîðòèçàòîð³â. Ïðèïóñòèìî, ùî êîæåí 
àìîðòèçàòîð õàðàêòåðèçóºòüñÿ ò³ëüêè óçà-
ãàëüíåíîþ ïîñòóïàëüíîþ æîðñòê³ñòþ [Kp].

Ñèñòåìà àêòèâíèõ ñèë, ÿêà ä³º íà äî-
ñë³äæóâàíó ïðîñòîðîâó ñèñòåìó, âèçíà-
÷àºòüñÿ ìàòðèöåþ-ñòîâïöåì {F}. Òîä³ 
áëîê-ìàòðèöÿ, ÿêà õàðàêòåðèçóº óçàãàëü-
íåíå çáóäæåííÿ, ïðèêëàäåíå äî j-ãî ò³ëà, 
áóäå {Fj}. Çíàéäåìî ìàòðèöþ êîåô³ö³ºíò³â 
ïåðåäà÷³ ñèëè â³ä îäíîãî ç ò³ë, à ñàìå â³ä 
ò³ëà j äî îäíîãî ç àìîðòèçàòîð³â, ðîçòàøî-
âàíîãî ì³æ i-ì ò³ëîì ³ æîðñòêîþ íåñíîþ 
ïîâåðõíåþ.

Ç ðîçâ’ÿçêó ìàòðè÷íîãî ð³âíÿííÿ âè-
ìóøåíèõ êîëèâàíü (2) ìîæíà âèçíà÷èòè 
áëîê-ìàòðèö³ óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü ç 
âèêîðèñòàííÿì îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ äèíà-
ì³÷íî¿ æîðñòêîñò³:

  

(42)

Âèðàç (42) ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç ðîç-
÷ëåíîâàíó íà áëîêè ìàòðèöþ äèíàì³÷íî¿ 
ï³ääàòëèâîñò³ [Ïä]=[Êäèí]

-1:

 

(43)

Äàë³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè 
çàäàíå óçàãàëüíåíå ñèëîâå çáóäæåííÿ 
ò³ëüêè íà îäíîìó ç ò³ë, íàïðèêëàä j-ìó 
ò³ë³, ³ ò³ëüêè îäíà ñêëàäîâà óçàãàëüíåíîãî 
ñèëîâîãî çáóäæåííÿ, à ìîìåíòíà ñêëàäîâà 
{Qxj}=0.

Òîä³ ç (43) îòðèìóºìî:
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  (44)
Íàäàë³ ³íäåêñè i, j îïóñêàºìî, à âèðàç 

(44) ïðåäñòàâèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ï³äìà-
òðèö³ ïîñòóïàëüíîãî ³ îáåðòàëüíîãî ïåðå-
ì³ùåíü òàê:

 
(45)

àáî

  
(46)

Äàë³ ðîçãëÿäàºìî îäíó ç ãðóï àìîðòè-
çàòîð³â, ïîâ’ÿçàíèõ ç ò³ëîì.

Ïîñòóïàëüíå çì³ùåííÿ {P} ³ îáåðòàí-
íÿ   {Λ} òî÷êè êð³ïëåííÿ n äî ò³ëà öüîãî 
àìîðòèçàòîðà â íàïðÿìêó ïðóæíèõ îñåé 
âèðàçèìî ÷åðåç ïîñòóïàëüíèé çñóâ {X} ³ 
îáåðòàííÿ {θ} öåíòðó ìàñè i-ãî ò³ëà:

 
(47)

Â³äîìî, ùî äëÿ àìîðòèçàòîðà, ÿêèé 
õàðàêòåðèçóºòüñÿ ò³ëüêè óçàãàëüíåíîþ ïî-
ñòóïàëüíîþ æîðñòê³ñòþ [Kp], ìîæíà çàïè-
ñàòè ñï³ââ³äíîøåííÿ:

  (48)
Ï³äñòàâëÿþ÷è (46) ³ (47) ó âèðàç (47), 

îòðèìóºìî:

 (49)

Òîä³ ç (49) äëÿ ìàòðèö³ êîåô³ö³ºíò³â 
ïåðåäà÷³ ñèëè îòðèìóºìî âèðàç

  (50)

Àíàëîã³÷íî ìîæíà âèâåñòè ñï³ââ³äíî-
øåííÿ äëÿ ìàòðèö³ êîåô³ö³ºíò³â ïåðåäà÷³   
{Tθ} çà çáóäæåííÿ îäíîãî ç ò³ë óçàãàëüíå-
íèì ìîìåíòîì {Qxj}.

Âèñíîâêè. Ðîçãëÿíóòèé ìåòîä àíàë³çó 
³ ðîçðàõóíêó äèíàì³êè ³ â³áðîàìîðò³çàö³¿ 
òðàêòîðà, ÿê ñêëàäíî¿ ìåõàí³÷íî¿ ñèñòåìè, 
çàñíîâàíèé íà ìàòðè÷íîìó çàïèñ³ çàäà÷³ 
ïðî ïðîñòîðîâ³ êîëèâàííÿ ñèñòåìè òâåð-
äèõ ò³ë ç ïðóæíèìè çâ’ÿçêàìè. Ìàòðè÷í³ 
ð³âíÿííÿ º îñîáëèâî êîðèñíèìè äëÿ âè-
â÷åííÿ ñêëàäíèõ ñèëüíîçâ’ÿçàíèõ ñèñòåì 
ç îáîâ’ÿçêîâèì âèêîðèñòàííÿì ÏÊ.

Ïðåäñòàâëåíà ðîáîòà äàº ïîâíó ìåòî-
äèêó ðîçðàõóíêó òðàêòîðà ÿê ñêëàäíî¿ ìå-
õàí³÷íî¿ ñèñòåìè òèïó ïðîñòîðîâî¿ ðàìè ç 
âñòàíîâëåíèì íà í³é îáëàäíàííÿì.
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Summary 

Purpose of the study is to develop a matrix method for studying the dynamics of a tractor as a 

multi-mass spatial system of rigid bodies with an arbitrary arrangement of elastic suspension of bodies 

on shock absorbers relative to a fi xed support surface and the presence of elastic connections between 

the bodies, made in the form of beam elements.

Research methods. The methodological basis of the work is the generalization and analysis of well-

known scientifi c results regarding the dynamics of two-mass systems in resonance modes and the use 

of a systematic approach. The analytical method and comparative analysis were used to form a scientifi c 

problem, determine the goal and formulate the research objectives. When creating empirical models, the 

main provisions of the theory of stability of systems, methodology of systems analysis and research of 

operations were used.

The results of the study. A wheeled vehicle is presented as an amortized continuous frame type 

structure with assemblies and assembly units located on it, as well as a methodology for calculating 

individual block matrices of stiffness and damping coeffi  cients. In this case, it is assumed that a viscous 

damper can be connected in parallel to each elastic element. In this construction of the stiffness and 

damping matrix of the block matrix are formed in the same way. Damping matrices are derived from the 

corresponding matrices by substituting damping constants instead of stiffness constants.

To determine the natural frequencies and vibration modes of an undamped system using a PC, the 

most effective method of diagonalization by successive rotations.

This method provides a complete solution to the problem, allowing all frequencies and shapes to be 

determined simultaneously, and good convergence.

Conclusions. The considered method for analyzing and calculating the dynamics and vibration 

damping of a tractor as a complex mechanical system is based on a matrix record of the problem of 

spatial vibrations of a system of rigid bodies with elastic bonds. Matrix equations seem to be especially 

useful in the study of complex tightly coupled systems with the obligatory use of a PC.

The presented work provides a complete methodology for calculating a tractor as a complex 

mechanical system such as a spatial frame with equipment installed on it.

Keywords: tractor, oscillatory system, dry friction, resonance, nonlinearity
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Аннотация

Цель исследования – разработка матричного метода исследования динамики трактора как мно-

гомассовой пространственной системы твердых тел с произвольным расположением упругой под-

вески тел на амортизаторах относительно неподвижной опорной поверхности и наличием упругих 

связей между телами, выполненных в виде балочных элементов.

Методы исследования. Методологической основой работы является обобщение и анализ изве-

стных научных результатов относительно динамики двухмассовых систем в режимах резонансов и 

использования системного подхода. Для формирования научной проблемы, определение цели и 

постановки задач исследования использовался аналитический метод и сравнительный анализ. При 

создании эмпирических моделей использованы основные положения теории устойчивости систем, 

методологии системного анализа и исследования операций.

Результаты исследования. Представлена колесная машина в качестве амортизированной кон-

тинуальной конструкции типа рамы с расположенными на ней агрегатами и сборочными единицами, 

а также представлена методика расчета отдельных блок-матриц коэффициентов жесткости и дем-

пфирования. При этом предполагается, что параллельно каждому упругому элементу может быть 

включен вязкий демпфер. При этом построении матрицы жесткости и демпфирования блок-матрицы 

формируются одинаковым образом. Матрицы демпфирования выходят из соответствующих матриц 

путем подстановки констант демпфирования вместо жестких.

Для определения собственных частот и форм колебаний недемпфированой системы с помощью 

ПК наиболее эффективный метод диагонализации последовательными вращениями.

Этот метод дает полное решение задачи, позволяя определить все частоты и формы одновремен-

но, и хорошую сходимость.

Выводы. Рассмотренный метод анализа и расчета динамики и виброамортизации трактора как 

сложной механической системы основан на матричной записи задачи о пространственных колеба-

ниях системы твердых тел с упругими связями. Матричные уравнения представляются особенно по-

лезными при изучении сложных сильносвязанных систем при обязательном использовании ПК.

Представленная работа дает полную методику расчета трактора как сложной механической 

системы типа пространственной рамы с установленным на ней оборудованием.

Ключевые слова: трактор, колебательная система, сухое трение, резонанс, нелинейность


