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Анотація

Мета дослідження – синтез аналітичного апарату визначення максимального зусилля в зубах 

муфт з урахуванням пружності сполучених з ними валів, дослідженням механізму взаємодії зубча-

тих коліс у разі деформації валів.

Методи дослідження. Методологічною основою роботи є узагальнення та аналіз відомих 

наукових результатів щодо динаміки зубчатих муфт та використання системного підходу. Для фор-

мування наукової проблеми, визначення мети і постановки задач дослідження використовувався 

аналітичний метод та порівняльний аналіз. У створенні емпіричних моделей використані основні 

положення теорії зубчатого зачеплення, методології системного аналізу та дослідження операцій.

Результати дослідження. Під час навантаження муфти в початковий період в контакті пере-

буває тільки одна пара зубів. Будемо називати її нульовою. Зі зростанням навантаження в роботу 

будуть включатися суміжні пари зубів і радіальне зусилля, пов’язане з кривошипним ефектом, 

буде згинати з’єднані вали в протилежні сторони. Якщо вважати, що вали є абсолютно жорстки-

ми, то зміна зазорів між зубами буде викликана тільки деформацією самих зубів. Насправді вали 

– пружні тіла і їх загальна деформація від вигину радіальною силою призведе до перерозподілу 

зазорів і навантаження між зубами муфти. Під час повороту напівмуфт однієї відносно іншої на 

величину найменшого зазору зазори між зубами дорівнюватимуть певній величині. Подальша де-

формація валів припиниться, оскільки радіальна сила вже не буде змінюватися.

Визначено величини, які беруть участь у виразі для визначення цієї деформації. Замінюючи 

систему елементарних сил, розподілених за висотою, їхньою рівнодійною, прикладеною в полюсі 

зачеплення, одержано розрахункову схему контакту поблизу полюса пари евольвентних зубів 

зовнішнього зачеплення.

Висновки. Отримано залежності радіального зусилля, яке сприймається валами, і зусилля, 

переданого парою зачеплення в момент початку участі всіх зубів у зачепленні (наприклад, в 

момент пуску активного приводу робочих органів сільськогосподарських машин). Використання 

розробленого математичного апарату дає змогу враховувати пружність валів у конструкторських 

розрахунках перехідних процесів зубчатих муфт.

Ключові слова: зубчаста муфта, активний привід робочих органів, пружність валів, радіальне 

зусилля, перехідний процес
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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Áóäåìî ðîçãëÿ-
äàòè çóá÷àñò³ ìóôòè, ïðèïóñêàþ÷è, ùî 
âàëè, ñïîëó÷åí³ ìóôòîþ, ñï³ââ³ñí³. Ö³é 
óìîâ³ â³äïîâ³äàÿþòü, íàïðèêëàä, çóá÷àò³ 
ìóôòè êîðîáîê ïåðåäà÷ òðàêòîð³â ³ ñ³ëü-
ñüêîãîñïîäàðñüêèõ ìàøèí ç àêòèâíèìè 
ðîáî÷èìè îðãàíàìè. Äëÿ ðîçðàõóíêó òà-
êèõ ìóôò íåîáõ³äíî çíàéòè ìàêñèìàëü-
íå çóñèëëÿ â íàéá³ëüø íàâàíòàæåíîìó 
çóá³. Äëÿ öüîãî ââîäÿòü êîåô³ö³ºíò, ÿêèé 
âðàõîâóº íåð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë íàâàí-
òàæåííÿ ì³æ çóáàìè âíàñë³äîê ïîìèëîê 
êîëîâèõ êðîê³â, àëå âèá³ð ñàìîãî êîåô³ö³-
ºíòà íå ìàº ÷³òêèõ îá´ðóíòóâàíü.

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ³ ïóáë³êàö³é.
Â³äîìî, ùî âåëèêà ê³ëüê³ñòü ñ³ëüñüêî-

ãîñïîäàðñüêî¿ òåõí³êè, ïî÷èíàþ÷è ç òðàê-
òîð³â ³ çàê³í÷óþ÷è ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüêè-
ìè ìàøèíàìè ç àêòèâíèìè ðîáî÷èìè 
îðãàíàìè, ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ òåõíîëîã³÷-
íî¿ îïåðàö³¿ ñïðèéìàº âåëèê³ çíàêîçì³í-
í³ íàâàíòàæåííÿ [1, 2], ÿê³ ïðèçâîäÿòü äî 
âèíèêíåííÿ êîëèâàíü òà ³íøèõ äèñèïà-
òèâíèõ ÿâèù â òðàíñì³ñ³ÿõ îñòàíí³õ, ÿê³ 
ñóòòºâî çì³íþþòü ¿õíþ äîâãîâ³÷í³ñòü [3, 4].

Ïðàöåçäàòí³ñòü çóá÷àòèõ ìóôò âèçíà-
÷àºòüñÿ çíîñîì ³ íàâàíòàæåí³ñòþ ¿õí³õ çó-
á³â. Çíîñîñò³éê³ñòü çóá³â âèìàãàº ðîçãëÿäó 
ñóêóïíîñò³ ïðîáëåì ìàùåííÿ, òåðòÿ çíîñó 
³ òåïëîâèä³ëåíü ó çîí³ êîíòàêòó. Íàâàí-
òàæåííÿì íà çóá÷àòèõ ìóôòàõ ïðèñâÿ÷å-
íî çíà÷íó ê³ëüê³ñòü ðîá³ò [5 – 10]. Îäíàê 
ïðàêòè÷íî â³äñóòí³ äîñë³äæåííÿ, ñïðÿìî-
âàí³ íà ï³äâèùåííÿ öèõ åëåìåíò³â òðàí-
ñì³ñ³éíèõ óñòàíîâîê ìàøèí ³ îáëàäíàííÿ 
ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüêîãî âèðîáíèöòâà äëÿ 
âðàõóâàííÿ æîðñòêîñò³ âàë³â.

Ìåòà ³ ïîñòàíîâêà çàäà÷ äîñë³äæåííÿ. 
Ìåòîþ äîñë³äæåííÿ º ñèíòåç àíàë³òè÷-
íîãî àïàðàòó âèçíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî 
çóñèëëÿ â çóáàõ ìóôò ç óðàõóâàííÿì ïðóæ-
íîñò³, ñïîëó÷åíèõ íèìè âàë³â. Äëÿ äîñÿã-
íåííÿ ïîñòàâëåíî¿ ìåòè íåîáõ³äíî âèð³-
øèòè òàê³ çàäà÷³:

– óçàãàëüíèòè ³ ïðîàíàë³çóâàòè â³äîì³ 
íàóêîâ³ ðåçóëüòàòè ùîäî äèíàì³êè çóá÷à-
òèõ ìóôò;

– äîñë³äèòè ìåõàí³çì âçàºìîä³¿ çóá÷à-
òèõ êîë³ñ ï³ä ÷àñ äåôîðìàö³¿ âàë³â.

Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó. Çâåðíåìî-

ñÿ äî ïèòàíü òî÷íîñò³ íàð³çóâàííÿ öèë³í-
äðè÷íèõ çóá÷àòèõ êîë³ñ. Íåõàé 
�t

	
 – íàêîïè÷åíà ïîõèáêà êîëîâîãî êðîêó 

³ e – åêñöåíòðèñèòåò îñíîâíîãî êîëà. Ó 
ìîíîãðàô³¿ [1] äàíà çàëåæí³ñòü 
�t

	
=esin
, äå 
 – êóò, ÿêèé âèçíà÷àº ïî-

ëîæåííÿ öüîãî ïðîô³ëþ çóáà. Íåõàé e – 
äîïóñòèìå çíà÷åííÿ åêñöåíòðèñèòåòó ³ 
�t

	 
– äîïóñê íà íàêîïè÷åíó ïîõèáêó êîëî-

âîãî êðîêó. Òîä³ îòðèìàºìî çàëåæí³ñòü 

. Çàçîð ì³æ ðîáî÷èìè ïðîô³ëÿìè 
íàï³âìóôò (ðèñ. 1) ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê 
�S’=e1sin
 - e2sin(
-�) äå � – çñóâ ïî ôàç³ 
ñèíóñî¿ä; e1 – åêñöåíòðèñèòåò îñíîâíîãî 
êîëà êîëåñà ³ç çîâí³øí³ìè çóáàìè ³ e2 – ç 
âíóòð³øí³ìè.

Íà â³äð³çêó íåãàòèâíèõ çíà÷åíü �S’ 
(ðèñ. 1) ÷àñòèíà ðîáî÷èõ ïðîô³ë³â ïå-
ðåêðèâàºòüñÿ, àëå ãàðàíòîâàí³ á³÷í³ çà-
çîðè çàâæäè ïåðåâèùóþòü �t

	
 ³ çóá÷àò³ 

íàï³âìóôòè ìàþòü ìîæëèâ³ñòü ïîâåðíó-
òèñÿ îäíà â³äíîñíî ³íøî¿ íà âåëè÷èíó 
�S’m=max |�S’|. Òîä³ çàçîðè ì³æ çóáàìè 
äîð³âíþâàòèìóòü:

  (1)

Ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî:

   
(2)

äå 

Âèðàç (2) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³:

Рисунок 1 – Залежність накопиченої похибки 

колового кроку від кута профілю зуба
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(3)

Íàéá³ëüø³ çàçîðè, ÿê âèïëèâàº ç (3), 
áóäóòü ïðè �=�:

  (4)

Îñê³ëüêè e1 ³ e2 – âèïàäêîâ³ âåëè÷èíè, 
òî áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ñåðåäí³ì çíà÷åí-
íÿì ¿õ ñóìè. Ù³ëüí³ñòü ðîçïîä³ëó e1 ³ e2 , 
ÿê âåëè÷èí ³ñòîòíî ïîçèòèâíèõ, ïîâèííà 
ï³äïîðÿäêîâóâàòèñÿ çàêîíó Ìàêñâåëëà:

  
(5)

äå �0 – ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå â³äõèëåí-
íÿ êîëîâîãî ãàóññîâîãî ðîçñ³þâàííÿ. Ìà-
òåìàòè÷íå î÷³êóâàííÿ ôóíêö³¿ �Sm:

 (6)

Ïðè ïîë³ äîïóñêó [e]3,5�0, ùî äàº 
ìîæëèâ³ñòü áðàêó ìåíøå 1 %, ìàºìî:

  (7)

   (8)
Ç óðàõóâàííÿì (7) ³ (8), îòðèìóºìî:

  (9)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (1) â (9), çíàõîäèìî:

  (10)
Ïåðåíåñåìî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïî îñ³   


 â òî÷êó 
0 = 3�
2. Ó íîâ³é ñèñòåì³ êî-
îðäèíàò îòðèìóºìî

  (11)

Ï³ä ÷àñ íàâàíòàæåííÿ ìóôòè, ÿê âè-
ïëèâàº ç (11), ó ïî÷àòêîâèé ïåð³îä â êîí-
òàêò³ ïåðåáóâàº ò³ëüêè îäíà ïàðà çóá³â. Áó-
äåìî íàçèâàòè ¿¿ íóëüîâîþ. ²ç çðîñòàííÿì 
íàâàíòàæåííÿ â ðîáîòó áóäóòü âêëþ÷àòè-
ñÿ ñóì³æí³ ïàðè çóá³â ³ ðàä³àëüíå çóñèëëÿ, 
ïîâ’ÿçàíå ç êðèâîøèïíèì åôåêòîì, áóäå 
çãèíàòè ç’ºäíàí³ âàëè â ïðîòèëåæí³ áîêè 
(ðèñ. 2).

ßêùî ââàæàòè, ùî âàëè º àáñîëþòíî 
æîðñòêèìè, ÿê öå ðîçãëÿäàºòüñÿ â [2], òî 

çì³íà çàçîð³â ì³æ çóáàìè áóäå âèêëèêà-
íà ò³ëüêè äåôîðìàö³ºþ ñàìèõ çóá³â. Íà-
ñïðàâä³ âàëè – ïðóæí³ ò³ëà ³ ¿õ çàãàëüíà 
äåôîðìàö³ÿ â³ä âèãèíó ðàä³àëüíîþ ñèëîþ 
ïðèçâåäå äî ïåðåðîçïîä³ëó çàçîð³â ³ íà-
âàíòàæåííÿ ì³æ çóáàìè ìóôòè.

Íåõàé �S – çàãàëüíà äåôîðìàö³ÿ âàë³â 
(ðèñ. 2). Òîä³ ïî÷àòêîâ³ çàçîðè ì³æ çóáà-
ìè çà äóãîþ ä³ëèëüíîãî êîëà çì³íÿòüñÿ íà 
âåëè÷èíó:

  
(12)

à çàçîðè ì³æ çóáàìè äîð³âíþâàòèìóòü

  
(13)

Ï³ä ÷àñ ïîâîðîòó íàï³âìóôò îäí³º¿ â³ä-
íîñíî ³íøî¿ íà âåëè÷èíó íàéìåíøîãî 

çàçîðó  çàçîðè ì³æ çóáàìè 

äîð³âíþâàòèìóòü:

   

(14)

³ çà

  
(15)

äîð³âíþþòü íóëþ.
Ïîäàëüøà äåôîðìàö³ÿ âàë³â ïðèïè-

Рисунок 2 – Взаємодія зубів муфти під час 

деформації валів
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íèòüñÿ, îñê³ëüêè ðàä³àëüíà ñèëà âæå íå 
áóäå çì³íþâàòèñÿ. Ç îãëÿäó íà äåôîðìà-
ö³þ çóá³â â (15), îòðèìàºìî:

  
(16)

äå �’0 – çàãàëüíà äåôîðìàö³ÿ íóëüî-
âî¿ ïàðè äî ìîìåíòó, êîëè âñ³ çóáè áåðóòü 
ó÷àñòü ó çà÷åïëåíí³.

Âèçíà÷èìî âåëè÷èíè, ÿê³ áåðóòü ó÷àñòü 
ó âèðàç³ (16). Çàì³íþþ÷è ñèñòåìó åëåìåí-
òàðíèõ ñèë, ðîçïîä³ëåíèõ çà âèñîòîþ, ¿õ 
ð³âíîä³éíîþ, ïðèêëàäåíîþ â ïîëþñ³ çà-
÷åïëåííÿ (ðèñ. 2, â), îäåðæóºìî ðîçðà-
õóíêîâó ñõåìó êîíòàêòó ïîáëèçó ïîëþñà 
ïàðè åâîëüâåíòíèõ çóá³â çîâí³øíüîãî çà-
÷åïëåííÿ. Ó öüîìó âèïàäêó, ÿê â³äîìî [3], 
äåôîðìàö³ÿ ïàðè çóá³â

  
(17)

äå gn – íîðìàëüíå çóñèëëÿ ì³æ çóáàìè;   
c – ¿õíÿ ïèòîìà æîðñòê³ñòü.

Òîä³

  
(18)

äå P’0 – çóñèëëÿ, ÿêå ïåðåäàºòüñÿ íó-
ëüîâîþ ïàðîþ â ìîìåíò ïî÷àòêó ó÷àñò³ 
âñ³õ çóá³â ó çà÷åïëåíí³; B – ðîáî÷à øèðè-
íà çóá³â.

Çíàéäåìî �S. Íåõàé c1 – ïðèâåäåíà 
æîðñòê³ñòü âàë³â. Êîðèñòóþ÷èñü ðèñ. 3, á, 
ìîæíà çàïèñàòè:

  (19)

äå R – ðàä³àëüíå çóñèëëÿ, ÿêå ñïðèé-
ìàºòüñÿ âàëàìè.

Ç ðèñ. 3, à ìàºìî:

  

(20)

äå �0 – êóòîâèé êðîê; z – ÷èñëî çóá³â 
ìóôòè.

Çóñèëëÿ â i-îìó çóá³ âèçíà÷èòüñÿ ç âè-
ðàçó âèäó:

    
(21)

ßêùî �’0 – äåôîðìàö³ÿ íóëüîâî¿ ïàðè 

â ìîìåíò ïî÷àòêó ó÷àñò³ âñ³õ çóá³â â çà÷å-
ïëåíí³, òî äëÿ i-î¿ ïàðè îòðèìóºìî

 
(22)

Ï³äñòàâëÿþ÷è (21) ³ (22) â (20), çíàõî-
äèìî:

 
(23)

Ï³ñëÿ ðîçêðèòòÿ ñóìè îòðèìàºìî 
(ÿêùî z > 2):

   
(24)

Òîä³

   
(25)

Ï³äñòàâëÿºìî (18) ³ (25) â (16). Îòðè-
ìàºìî:

 
(26)

çâ³äêè

Рисунок 3 – Формування закручування валів 

внаслідок їхньої пружності
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(27)

Êðóòíèé ìîìåíò, íåîáõ³äíèé äëÿ ïîâ-
íîãî âèáîðó çàçîð³â, ñêëàäå:

 
(28)

äå r0 – ðàä³óñ îñíîâíîãî êîëà.
Çàëåæíîñò³ (24) ³ (27) ñïðàâåäëèâ³, 

ÿêùî , äå  – ìàêñèìàëüíèé 

òðèâàëî ä³þ÷èé ìîìåíò, ÿêèé ïåðåäàºòüñÿ 
çóá÷àòîþ ìóôòîþ. Ó öüîìó âèïàäêó çó-
ñèëëÿ, ÿêå ïåðåäàºòüñÿ íóëüîâîþ ïàðîþ, 
äîð³âíþº:

   
(29)

Äëÿ ïîð³âíÿííÿ âèçíà÷èìî âåëè÷èíè   
P0 ³ R, ÿêùî âàëè àáñîëþòíî æîðñòê³. Íå-
õàé n – ÷èñëî ïàð çóá³â, ÿê³ ïðàöþþòü ë³-
âîðó÷ àáî ïðàâîðó÷ â³ä íàéá³ëüø íàâàíòà-
æåíî¿ ïàðè. Òîä³ çóñèëëÿ, ÿêå ïåðåäàºòüñÿ 
óñ³ìà çàä³ÿíèìè çóáàìè, äîð³âíþâàòèìå:

  (30)

äå 
Ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî:

  

(31)

Ðàçîì ç òèì,

   
(32)

Ïðèð³âíþþ÷è ïðàâ³ ÷àñòèíè (31) ³ 
(32), çíàõîäèìî:

  

(33)

Ôîðìóëà (33) ñïðàâåäëèâà, ÿêùî 
n�0��. Çíàþ÷è n, îòðèìàºìî:

 (34)

Ðàä³àëüíà ñèëà âèçíà÷èòüñÿ ³ç çàëåæ-
íîñò³:

  
(35)

ßêùî n�0>�, òî îñòàòî÷íî îòðèìàºìî:

  
(36)

Âèñíîâêè. Äîñë³äæåííÿìè îòðèìà-
íî çàëåæíîñò³ ðàä³àëüíîãî çóñèëëÿ, ÿêå 
ñïðèéìàºòüñÿ âàëàìè, ³ çóñèëëÿ, ïåðåäàíå 
ïàðîþ çà÷åïëåííÿ â ìîìåíò ïî÷àòêó ó÷à-
ñò³ âñ³õ çóá³â ó çà÷åïëåíí³ (íàïðèêëàä, â 
ìîìåíò ïóñêó àêòèâíîãî ïðèâîäà ðîáî÷èõ 
îðãàí³â ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüêèõ ìàøèí). 
Âèêîðèñòàííÿ ðîçðîáëåíîãî ìàòåìàòè÷-
íîãî àïàðàòó âðàõîâóº ïðóæí³ñòü âàë³â ó 
êîíñòðóêòîðñüêèõ ðîçðàõóíêàõ ïåðåõ³äíèõ 
ïðîöåñ³â çóá÷àñòèõ ìóôò.
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Summary 

Purpose of the study. The aim of the study is the synthesis of an analytical apparatus for 

determining the maximum force in the teeth of toothed couplings, taking into account the elasticity 

of the shafts, which they connect by studying the mechanism of interaction of toothed wheels during 

shaft deformation.

Research methods. The methodological basis of the work is the generalization and analysis of 

known scientifi c results on the dynamics of toothed couplings and the use of a systematic approach. An 

analytical method and a comparative analysis were used to formulate a scientifi c problem, determine 

a goal, and formulate research objectives. When creating empirical models, the main provisions of the 
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theory of gearing, the methodology of system analysis and the study of operations are used.

The results of the study. When the coupling is loaded in the initial period, only one pair of teeth 

is in contact. We will call it zero. As the load increases, adjacent tooth pairs will be included in the 

work, and the radial force associated with the crank effect will bend the connected shafts in opposite 

directions. If we assume that the shafts are absolutely rigid, then the change in the gaps between the 

teeth will be caused only by the deformation of the teeth themselves. In fact, shafts are elastic bodies 

and their general deformation from bending by radial force will lead to the redistribution of gaps and 

loads between the teeth of the coupling. When you rotate the coupling half relative to the other by the 

size of the smallest gap, the gaps between the teeth are equal to a certain value. Further deformation 

of the shafts will stop, since the radial force will no longer change.

The quantities involved in the expression for determining this strain are determined. By replacing 

the system of elementary forces distributed over the height, their resultant, which is applied in the 

gearing pole, a design contact pattern is obtained near the pole of the pair of involute teeth of the 

external gearing.

Conclusions. The dependences of the radial force perceived by the shafts and the force transmitted 

by the engagement pair at the moment of the start of the participation of all the teeth in the engagement 

(for example, at the time of starting the active drive of the working bodies of agricultural machines) are 

obtained. Using the developed mathematical apparatus allows us to take into account the elasticity of 

the shafts during the design calculations of transient processes of gear couplings.

Keywords: gear coupling, active drive of working bodies, shaft elasticity, radial force, transient.
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Аннотация

Цель исследования. Целью исследования является синтез аналитического аппарата опре-

деления максимального усилия в зубах зубчатых муфт с учетом упругости валов, которые ими 

соединяются, путем исследования механизма взаимодействия зубчатых колес при деформации 

валов.

Методы исследования. Методологической основой работы является обобщение и анализ 

известных научных результатов по динамике зубчатых муфт и использование системного подхо-

да. Для формирования научной проблемы, определения цели и постановки задач исследования 
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использовался аналитический метод и сравнительный анализ. При создании эмпирических моде-

лей использованы основные положения теории зубчатого зацепления, методологии системного 

анализа и исследования операций.

Результаты исследований. При нагрузке муфты в начальный период в контакте находится 

только одна пара зубов. Будем называть ее нулевой. С ростом нагрузки в работу будут включать-

ся смежные пары зубов и радиальное усилие, связанное с кривошипным эффектом, будет сгибать 

соединенные валы в противоположные стороны. Если считать, что валы являются абсолютно же-

сткими, то изменение зазоров между зубами будет вызвано только деформацией самих зубов. На 

самом деле валы – упругие тела и их общая деформация от изгиба радиальной силой приведет 

к перераспределению зазоров и нагрузки между зубьями муфты. При повороте полумуфт одной 

относительно другой на величину наименьшего зазора зазоры между зубами равны определен-

ной величине. Дальнейшая деформация валов прекратится, поскольку радиальная сила уже не 

будет меняться.

Определены величины, участвующих в выражении для определения данной деформации. 

Заменой системы элементарных сил, распределенных по высоте, их равнодействующей, кото-

рая приложена в полюсе зацепления, получено расчетную схему контакта вблизи полюса пары 

эвольвентных зубьев внешнего зацепления.

Выводы. Получены зависимости радиального усилия, воспринимаемого валами и усилия, пе-

редаваемого парой зацепления в момент начала участия всех зубьев в зацеплении (например, в 

момент пуска активного привода рабочих органов сельскохозяйственных машин). Использование 

разработанного математического аппарата позволяет учитывать упругость валов при конструк-

торских расчетах переходных процессов зубчатых муфт.

Ключевые слова: зубчатая муфта, активный привод рабочих органов, упругость валов, ра-

диальное усилие, переходный процесс


