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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Âèêîíàííÿ 
òðàêòîðàìè òðàíñïîðòíî-òåõíîëîã³÷íî¿ 
îïåðàö³¿ ó ñêëàä³ àãðåãàò³â çì³ííî¿ ìàñè 
ïðèçâîäèòü äî ôîðìóâàííÿ ñòîõàñòè÷íî¿ 
ñèñòåìè ñèë, âïëèâ ÿêî¿ íà àãðåãàò âèêëè-
êàº êîëèâàëüíèé ðóõ îñòàííüîãî [1, 2]. 
Òàêå êîëèâàííÿ ïðèçâîäèòü äî ïåðåâàíòà-
æåííÿ åëåìåíò³â òðàíñì³ñ³éíî¿ óñòàíîâêè 

òðàêòîðà, çá³ëüøåííÿ â³áðîïðèñêîðåíü íà 
åëåìåíòè àãðåãàòà ³ äî âòîìíèõ ðóéíóâàíü 
ñêëàäàëüíèõ îäèíèöü. Íàÿâí³ñòü øë³öüî-
âèõ ç’ºäíàíü º ñóòòºâèì ôàêòîðîì äëÿ 
çìåíøåííÿ ðåñóðñó åëåìåíò³â òðàíñì³ñ³¿ 
ï³ä ÷àñ ¿¿ äèíàì³÷íîãî íàâàíòàæåíí³ [3, 4].

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñÿãíåíü ³ ïóáë³êàö³é. 
Íàéá³ëüø³ äèíàì³÷í³ íàâàíòàæåííÿ òðàí-
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Анотація

Мета дослідження. Оцінка динамічного навантаження шліцьових з’єднань зубчастих передач за 

наявності змінної системи сил на постійній швидкості обертання вала двигуна з урахуванням контак-

тної жорсткості шліцьового з’єднання та дисипативних сил.

Методи дослідження. Аналітичне визначення крутильних коливань одноступеневої зубчастої пе-

редачі з приєднаними масами вивченням її динамічних та коливальних характеристик.

Результати дослідження. Похибка нефланкованої зубчастої передачі визначається постійною по-

милкою основного кроку колеса. Ця похибка представлена у зручному для вирішення диференційних 

рівнянь вигляді, розкладанням її в ряд Фур’є і переходом від лінійних величин до кутових.

Для складання системи диференційних рівнянь зроблені такі припущення: тіла зубчастих коліс 

абсолютно жорсткі; контактні деформації стиснення в шліцьовому з’єднанні пропорційні навантажен-

ню; дисипативні сили в деталях передачі і зубчастих парах незначні порівняно з дисипативними сила-

ми в шліцьовому з’єднанні, шпонках тощо.

Визначаючи масово-геометричні показники, необхідно враховувати згинальні коливання зубчас-

тої передачі від пружної деформації валів, підшипників і корпусу машини. Малі крутильні коливання, 

які залежать від різниці основних кроків зубчастих коліс, відбуваються з деякою максимальною час-

тотою, величина якої залежить від частоти обертання вала двигуна.

Враховуючи наведені особливості розрахунку, визначено деформації і навантаження в шліцьових 

з’єднаннях передач зубчастими колесами. Кут їх повороту за малих коливань представлено сумою 

кутів повороту через деформації вала та кута повороту внаслідок деформації шліцьового з’єднання.

Висновки. Вирішивши систему диференціальних рівнянь, отриману в роботі, можна визначити 

динамічні навантаження в шліцьових з’єднаннях і валах зубчастої передачі з урахуванням дисипатив-

них сил та контактної жорсткості шліцьового з’єднання.

Ключові слова: шліцьове з’єднання, динамічне навантаження, крутильні коливання, дисипація 
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ñì³ñ³¿ âèíèêàþòü ó íåñïðèÿòëèâèõ, àëå 
ö³ëêîì ðåàëüíèõ óìîâàõ åêñïëóàòàö³¿ òàêèõ 
ÿê çðóøåííÿ ç ì³ñöÿ ð³çêèì âìèêàííÿì 
àáî êèäàííÿì ç÷åïëåííÿ, âè¿çä çàñòðÿ-
ãëîãî êîë³ñíîãî çàñîáó ìåòîäîì ðîçêà÷ó-
âàííÿ òîùî. ßê ïîêàçàëè åêñïåðèìåíòè ³ 
ðîçðàõóíêè, íàâàíòàæåííÿ òðàíñì³ñ³¿ ï³ä 
÷àñ êèäàííÿ ç÷åïëåííÿ ìîæíà ïðèéìàòè 
çà ìàêñèìàëüí³ â ðåàëüíèõ óìîâàõ åêñ-
ïëóàòàö³¿. Òîìó òàêèé ðåæèì âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ äëÿ îö³íþâàííÿ ì³öíîñò³ äåòàëåé 
òðàíñì³ñ³¿ [5]. Àâòîðè ðîá³ò [6 – 8] ââàæà-
þòü, ùî ìàêñèìàëüí³ ìîìåíòè â òðàíñì³-
ñ³¿ âèíèêàþòü çà â³äñóòíîñò³ áóêñóâàííÿ 
òÿãîâèõ êîë³ñ. Çã³äíî ç [9] çà ñõåìàòèçàö³¿ 
òðàíñì³ñ³¿ ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ó âèãëÿä³ êî-
ëèâàëüíèõ ñèñòåì ç äèñêðåòíèìè ïàðà-
ìåòðàìè. Ó ñèñòåìàõ, ïðèâåäåíèõ äî äèñ-
êðåòíîãî âèãëÿäó, âñ³ äåòàë³ çàì³íþþòüñÿ 
åëåìåíòàìè, êîæíîìó ç ÿêèõ ïðèòàìàí-
íà ò³ëüêè îäíà âëàñòèâ³ñòü: ³íåðö³éí³ñòü, 
ïðóæí³ñòü àáî äèñèïàòèâí³ñòü. Ïðè öüîìó 
ââàæàºòüñÿ, ùî ³íø³ âëàñòèâîñò³ íå âïëè-
âàþòü íà ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó.

Ìåòà ³ ïîñòàíîâêà çàäà÷ äîñë³äæåííÿ. 
Ìåòîþ äîñë³äæåííÿ º îö³íêà äèíàì³÷íîãî 
íàâàíòàæåííÿ øë³öüîâèõ ç’ºäíàíü çóá÷àñ-
òèõ ïåðåäà÷ çà íàÿâíîñò³ çì³ííî¿ ñèñòåìè 
ñèë íà ïîñò³éí³é øâèäêîñò³ îáåðòàííÿ 
âàëà äâèãóíà ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòíî¿ 
æîðñòêîñò³ øë³öüîâîãî ç’ºäíàííÿ òà äèñ-
èïàòèâíèõ ñèë.

Çàäà÷³ äîñë³äæåííÿ ïåðåäáà÷àþòü ðîç-
ðîáêó ïðèíöèï³â ðîçðàõóíêó øë³öüîâèõ 
ç’ºäíàíü òðàíñì³ñ³¿ ç óðàõóâàííÿì çì³ííèõ 
íàâàíòàæåíü íà ¿õí³ åëåìåíòè.

Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó. Â³äîìî, 
ùî êðóòèëüí³ êîëèâàííÿ îäíîñòóï³í÷àñòî¿ 
çóá÷àñòî¿ ïåðåäà÷³ ç ïðèºäíàíèìè ìàñàìè 
(ðèñ. 1) îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü [8]:

   

(1)

äå ²Ä , �Ä – ìîìåíò ³íåðö³¿ ³ êóò ïîâî-
ðîòó ðîòîðà äâèãóíà;

²Ð , �Ð – ìîìåíò ³íåðö³¿ ³ êóò ïîâîðîòó 

ðîáî÷îãî îðãàíó ìàøèíè;
²1, ²2 – ìîìåíòè ³íåðö³¿ çóá÷àñòèõ êî-

ë³ñ â àáñîëþòíîìó ðóñ³;
²12 – ìîìåíò ³íåðö³¿ çóá÷àñòî¿ ïàðè â 

ïåðåíîñíîìó ðóñ³;
ñïð – ïðèâåäåíà æîðñòê³ñòü çà÷åïëåííÿ.

Âèçíà÷àþ÷è ²1, ²2, ²12 òà ñïð íåîáõ³äíî 
âðàõîâóâàòè çãèíàëüí³ êîëèâàííÿ çóá÷àñ-
òî¿ ïåðåäà÷³ â³ä ïðóæíî¿ äåôîðìàö³¿ âàë³â, 
ï³äøèïíèê³â ³ êîðïóñó ìàøèíè [8]. Ìàë³ 
êðóòèëüí³ êîëèâàííÿ, ÿê³ çàëåæàòü â³ä 
ð³çíèö³ îñíîâíèõ êðîê³â çóá÷àñòèõ êîë³ñ, 
â³äáóâàþòüñÿ ç ìàêñèìàëüíîþ ÷àñòîòîþ,   

– ÷èñëî çóá³â çóá÷àñòîãî êîëå-
ñà; n – ÷èñëî îáåðò³â çóá÷àñòîãî êîëåñà çà 
õâèëèíó).

Ïîõèáêà íåôëàíêîâàíî¿ çóá÷àñòî¿ ïå-
ðåäà÷³ âèçíà÷àºòüñÿ ïîñò³éíîþ ïîìèëêîþ 
îñíîâíîãî êðîêó êîëåñà [9]. Ïðåäñòàâèìî 
öþ ïîõèáêó ó çðó÷íîìó äëÿ âèð³øåííÿ 
äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü âèãëÿä³, ðîçêëàâ-
øè ¿¿ â ðÿä Ôóð’º ³ ïåðåéøîâøè â³ä ë³í³é-
íèõ âåëè÷èí äî êóòîâèõ:

  

(2)

Рисунок 1 – Розрахункова схема прямобічного 

шліцьового з’єднання зубчастих коліс
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äå F – íàäëèøêîâå ë³í³éíå ïåðåì³-
ùåííÿ âåäåíîãî êîëåñà äî îñíîâíîãî êîëà 
çà ð³âíîì³ðíîãî îáåðòàííÿ òÿãîâîãî êîëåñà;

r01 – ðàä³óñ îñíîâíîãî êîëà òÿãîâîãî 
êîëåñà;

 t – íàéá³ëüøà â³ðîã³äíà ð³çíèöÿ ì³æ 
íàéá³ëüøèì îñíîâíèì êðîêîì îäíîãî êî-
ëåñà ³ íàéìåíøèì ³íøîãî;

t02 – ä³éñíèé îñíîâíèé êðîê âåäåíîãî 
êîëåñà;

�êð – àáñîëþòíà âåëè÷èíà êóòà ïîâî-
ðîòó òÿãîâîãî êîëåñà íà ä³ëÿíö³ êðàéêîâî-
ãî çà÷åïëåííÿ:

   

(3)

äå

Âèçíà÷èìî äåôîðìàö³¿ ³ íàâàíòàæåí-
íÿ â øë³öüîâèõ ç’ºäíàííÿõ ïåðåäà÷ çóá-
÷àñòèìè êîëåñàìè. Êóò ïîâîðîòó îñòàíí³õ 
çà ìàëèõ êîëèâàíü ïðåäñòàâèìî ³ çàëåæ-
í³ñòþ:

    (4)
äå �â – êóò ïîâîðîòó âíàñë³äîê 

äåôîðìàö³¿ âàëà, 

�ø – êóò ïîâîðîòó âíàñë³äîê äåôîðìà-

ö³¿ øë³öüîâîãî ç’ºäíàííÿ, 

Òîä³:

    

 (5)

äå ñø – êîíòàêòíà æîðñòê³ñòü øë³öüî-
âîãî ç’ºäíàííÿ, ï³ä ÿêîþ ðîçóì³ºìî íà-
âàíòàæåííÿ (ìîìåíò), ïðèêëàäåíèé äî 
ç’ºäíàííÿ, ùîá ïîâåðíóòè çóá÷àñòå êîëå-
ñî (âíàñë³äîê äåôîðìàö³¿ öüîãî ç’ºäíàí-
íÿ) íà 1 ðàä; 

� – êîåô³ö³ºíò, ÿêèé âðàõîâóº ñòóï³íü 
ó÷àñò³ ðîáî÷èõ ãðàíåé øë³ö³â ó ïåðåäà÷³ 
ìîìåíòó; 

F – ñóìàðíà ïëîùà ðîáî÷èõ ãðàíåé 
øë³ö³â; 

rñð – ðàä³óñ ñåðåäíüî¿ îêðóæíîñò³ øë³-
ö³â; 

kø – êîåô³ö³ºíò êîíòàêòíî¿ ïîäàòëè-
âîñò³ çóá÷àñòîãî (øë³öüîâîãî) ç’ºäíàííÿ 
[10], kø = (3�4)·10-3 ñì3/Í; 

câ.ïð. – ïðèâåäåíà æîðñòê³ñòü âàëó ï³ä 
÷àñ êðó÷åííÿ. Òóò íå âðàõîâàí³ äåôîð-
ìàö³¿ øë³ö³â íà âèãèí ³ çñóâ, îñê³ëüêè çà 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ðîçì³ð³â, ïðèéíÿòèõ ó 
ñòàíäàðòèçîâàíèõ ïðÿìîá³÷íèõ øë³öüî-
âèõ ç’ºäíàííÿõ, âîíè íåçíà÷í³ ïîð³âíÿíî 
ç êîíòàêòíèìè.

Ñêëàäàþ÷è ñèñòåìè ð³âíÿíü (1) íå 
âðàõóâàëè äèñèïàòèâí³ ñèëè, ÿê³ ç’ÿâëÿ-
þòüñÿ ï³ä ÷àñ êîëèâàíü ³ âèêëèêàþòü ðîç-
ñ³þâàííÿ åíåðã³¿. Ðîçñ³þâàííÿ åíåðã³¿ ï³ä 
÷àñ êîëèâàííÿ ðîçãëÿíóòî¿ ïåðåäà÷³ ìàº 
ì³ñöå â çóá÷àñò³é ïàð³, ó âàëàõ, ï³äøèïíè-
êàõ, øë³öàõ, øïîíêàõ òîùî. ßê ïîêàçàëè 
äîñë³äæåííÿ [8, 10, 11], âòðàòè â äåòàëÿõ, 
ï³äøèïíèêàõ êî÷åííÿ ³ çóá÷àñòèõ êîëåñàõ 
íåçíà÷í³, ¿õ ìîæíà íå âðàõîâóâàòè. Îñíî-
âíå çíà÷åííÿ ìàþòü âòðàòè â øë³öüîâèõ ³ 
øïîíêîâèõ ç’ºäíàííÿõ (äëÿ ö³º¿ ñõåìè). Íà 
ï³äñòàâ³ òåîðåòè÷íèõ òà åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ äîñë³äæåíü [10] ó ðîáîò³ [11] íàäàí³ 
ðåêîìåíäàö³¿ ùîäî âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè 
ðîçñ³þâàííÿ åíåðã³¿ ³ âåëè÷èíè êîåô³ö³ºí-
òà âòðàò  , ÿêèé âðàõîâóº ñóìàðíå ðîçñ³þ-
âàííÿ åíåðã³¿ â óñ³õ åëåìåíòàõ ïåðåäà÷³.
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Îòæå, íà ïîñò³éí³é øâèäêîñò³ îáåð-
òàííÿ äâèãóíà ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòíî¿ 
æîðñòêîñò³ øë³öüîâîãî ç’ºäíàííÿ ³ äèñ-
èïàòèâíèõ ñèë, êîëèâàííÿ îäíîñòóï³í-
÷àñòî¿ çóá÷àñòî¿ ïåðåäà÷³ áóäóòü îïèñóâà-
òèñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü:

(6)

äå r1 – êîåô³ö³ºíò, ÿêèé âðàõîâóº ðîç-
ñ³þâàííÿ åíåðã³¿ â ç’ºäíàííÿõ òÿãîâîãî 
âàëà; 

r2 – êîåô³ö³ºíò, ÿêèé âðàõîâóº ðîçñ³þ-
âàííÿ åíåðã³¿ â ç’ºäíàííÿõ âåäåíîãî âàëà; 

cc.ïð. – ïðèâåäåíà æîðñòê³ñòü ñèñòåìè.
Âèñíîâêè. Ï³ä ÷àñ ñêëàäàííÿ ñèñòåìè 

äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü çðîáëåí³ òàê³ ïðè-
ïóùåííÿ: ò³ëà çóá÷àñòèõ êîë³ñ àáñîëþòíî 
æîðñòê³; êîíòàêòí³ äåôîðìàö³¿ ñòèñíåííÿ 
â øë³öüîâîìó ç’ºäíàíí³ ïðîïîðö³éí³ íà-
âàíòàæåííþ; äèñèïàòèâí³ ñèëè â äåòàëÿõ 
ïåðåäà÷³ ³ çóá÷àñòèõ ïàðàõ íåçíà÷í³ ïîð³â-
íÿíî ç äèñèïàòèâíèìè ñèëàìè â øë³öüî-
âîìó ç’ºäíàíí³, øïîíêàõ òîùî.

Âèð³øèâøè ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü (2), ìîæíà âèçíà÷èòè äèíàì³÷í³ 
íàâàíòàæåííÿ â øë³öüîâèõ ç’ºäíàííÿõ ³ 
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Summary 

Purpose of the study. Assessment of the dynamic load of splined gear joints in the presence of 

a variable system of forces at a constant rotation speed of the motor shaft, taking into account the 

contact stiffness of the splined joint and dissipative forces.

Research methods. Analytical determination of torsional vibrations of a single-stage gear 

transmission with attached masses by studying the dynamic and vibrational characteristics of the latter.

The results of the study. The error of an unfl anked gear is determined by the constant error of 

the main wheel pitch. This error is presented in a form convenient for solving differential equations, 

expanding it into a Fourier series and moving from linear to angular.

When compiling the system of differential equations, the following assumptions were made: the 
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bodies of the gears are absolutely rigid; contact compression deformations in a spline connection are 

proportional to the load; the dissipative forces in the transmission parts and gear pairs are insignifi cant 

compared to the dissipative forces in the spline connection, keys, etc.

When determining mass-geometric parameters, it is necessary to take into account the bending 

vibrations of the gear transmission in connection with the elastic deformation of the shafts, bearings, 

and the machine body. Small torsional vibrations, depending on the difference in the main steps of 

the gears, occur with a certain maximum frequency, the value of which depends on the frequency of 

rotation of the motor shaft.

Given the above calculation features, deformations and loads in splined gear joints of gears are 

determined. The angle of rotation of the latter at small fl uctuations is presented as the sum of the 

angles of rotation due to deformation of the shaft and the angle of rotation due to deformation of the 

spline connection.

Conclusions. Having solved the system of differential equations obtained in the work, it is possible 

to determine the dynamic loads in spline joints and gear shafts taking into account the dissipative 

forces and contact stiffness of the spline connection.

Keywords: spline connection, dynamic load, torsional vibrations, energy dissipation.
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Аннотация

Цель исследования. Оценка динамической нагрузки шлицевых соединений зубчатых передач 

при наличии переменной системы сил при постоянной скорости вращения вала двигателя с уче-

том контактной жесткости шлицевого соединения и диссипативных сил.

Методы исследования. Аналитическое определение крутильных колебаний одноступенчатой 

зубчатой передачи с присоединенными массами путем изучения динамических и колебательных 

характеристик последней.

Результаты исследования. Погрешность нефланкированной зубчатой передачи определяет-

ся постоянной ошибкой основного шага колеса. Данная погрешность представлена в виде, удо-

бном для решения дифференциальных уравнений, разложением ее в ряд Фурье и переходом от 

линейных величин к угловым.

При составлении системы дифференциальных уравнений сделаны следующие предположе-

ния: тела зубчатых колес абсолютно жесткие; контактные деформации сжатия в шлицевом сое-
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динении пропорциональны нагрузке; диссипативные силы в деталях передачи и зубчатых парах 

незначительные по сравнению с диссипативными силами в шлицевом соединении, шпонках и т.д.

При определении массово-геометрических показателей необходимо учитывать изгибные 

колебания зубчатой передачи в связи с упругой деформацией валов, подшипников и корпуса 

машины. Малые крутильные колебания, зависящие от разницы основных шагов зубчатых колес, 

происходят с некоторой максимальной частотой, величина которой зависит от частоты вращения 

вала двигателя.

Учитывая приведенные особенности расчета, определены деформации и нагрузки в шли-

цевых соединениях передач зубчатых колес. Угол поворота последних при малых колебаниях 

представлено в виде суммы углов поворота вследствие деформации вала и угла поворота вслед-

ствие деформации шлицевого соединения.

Выводы. Решив систему дифференциальных уравнений, полученную в работе, можно опре-

делить динамические нагрузки в шлицевых соединениях и валах зубчатой передачи с учетом дис-

сипативных сил и контактной жесткости шлицевого соединения.

Ключевые слова: шлицевое соединение, динамическая нагрузка, крутильные колебания, дис-

сипация энергии.


