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Аннотация

Целью работы является проведение численных расчетов на базе разработанной ранее комп-

лексной модели процесса рассеивания частиц гранулированной среды, которая более адекватно 

моделирует данный технологический процесс. Модель учитывает взаимное механическое взаимо-

действие частиц, их столкновение с элементами конструкции устройства рассеивания, влияние 

воздушного потока на скорость перемещения частиц, а также влияние воздействия на частицы 

гравитационного поля и вибрации элементов конструкции. На этой основе можно проводить по-

строение соответствующих имитационных моделей. 

Численное моделирование на основе достаточно адекватной реальному процессу модели 

даёт возможность более точно исследовать влияние технических параметров элементов кон-

струкции рассеивания и внешних факторов на распределение частиц по поверхности без про-

ведения натурных экспериментов. Это должно существенно облегчить определение исходных 

технико-технологических параметров при проектировании машин для рассеивания семян или 

гранулированных удобрений. 

Методы исследовании: теория моделирования, физика гетерогенных явлений, простран-

ственно-часовая динамика, математическая статистика.

Результаты исследований. На базе разработанной комплексной модели проведено числен-

ное моделирование процесса рассеивания гранулированных частиц некоторыми вариантами 

конструкции устройств рассеивания и оценивание полученных результатов методами математи-

ческой статистики. 

Выводы. Статистическое оценивание результатов численного моделирования процесса рас-

сеивания частиц гранулированной среды в некоторых предложенных вариантах устройств рас-

сеивания дало возможность определить соответствующие законы распределений частиц на по-

верхности, характерные для данных конструкций. 

Ключевые слова: комплексное моделирование, динамика процесса, гранулированная среда, 

закон распределения.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Â ðàáîòàõ [1,2] 
áûëà ðàçðàáîòàíà êîìïëåêñíàÿ ìîäåëü 
ïðîöåññà ðàññåèâàíèÿ ÷àñòèö ãðàíóëèðî-
âàííîé ñðåäû, ó÷èòûâàþùåé âçàèìíîå 
ìåõàíè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö, èõ 
ñòîëêíîâåíèå ñ ýëåìåíòàìè êîíñòðóêöèè 
óñòðîéñòâà ðàññåèâàíèÿ, âëèÿíèå âîçäóø-
íîãî ïîòîêà íà ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ÷à-
ñòèö, à òàêæå âëèÿíèå âîçäåéñòâèÿ íà ÷à-

ñòèöû ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è âèáðàöèè 
ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâå-
äåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íà áàçå ðàçðà-
áîòàííîé â [1,2] êîìïëåêñíîé ìîäåëè. 
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà îñíîâå äî-
ñòàòî÷íî àäåêâàòíîé ðåàëüíîìó ïðîöåññó 
ìîäåëè äà¸ò âîçìîæíîñòü áîëåå òî÷íî èñ-
ñëåäîâàòü âëèÿíèå òåõíè÷åñêèõ ïàðàìå-
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òðîâ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ðàññåèâàíèÿ 
è âíåøíèõ ôàêòîðîâ íà ðàñïðåäåëåíèå 
÷àñòèö ïî ïîâåðõíîñòè áåç ïðîâåäåíèÿ 
íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è óñòàíîâèòü çà-
êîíîìåðíîñòè ïðîöåñà ðàññåèâàíèÿ.

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòîé 
ðàáîòû – ïîñòðîåíèå èììèòàöèîííûõ 
ìîäåëåé è îïðåäåëåíèå èñõîäíûõ òåõ-
íèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðè 
ïðîåêòèðîâàíèè è ðàçðàáîòêå ìàøèí äëÿ 
ðàññåèâàíèÿ ñåìÿí, ãðàíóëèðîâàííûõ 
óäîáðåíèé èëè äðóãèõ ÷àñòèö ãðàíóëèðî-
âàííîé ñðåäû.

Îñíîâíîé ìàòåðèàë èññëåäîâàíèÿ. 
Èñïîëüçóåì ââåäåííûå â [2] - àáñîëþòíóþ 
ñèñòåìó êîîðäèíàò (ÀÑÊ), ñâÿçàííóþ ñ 
ïîâåðõíîñòüþ ðàññåèâàíèÿ, è îòíîñèòåëü-
íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ÎÑÊ), êîòîðàÿ 
ñâÿçàíà ñ àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöåé â íå-
êîòîðûé ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìå-
íè tk. 

Îñíîâíûìè èíòåãðàëüíûìè ïàðàìå-
òðàìè, ïðèìåíÿåìûå äëÿ îáîáù¸ííîãî 
êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ÷èñëåííîé ðåàëè-
çàöèè ìîäåëè â ìîìåíò tk, ÿâëÿþòñÿ:

- ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âñåõ ÷àñòèö:

  
(1)

- ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âñåõ ÷àñòèö:

  
(2)

- ñóììàðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ 
äåôîðìàöèè âñåõ ÷àñòèö:

  
(3)

Çäåñü èç [2]: mi – ìàññà, Vi - ñêîðîñòü 
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, V

�i - ëèíåé-
íàÿ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ 
êàæäîé i-é ÷àñòèöû, F �Xij - ñèëà äåôîðìà-
öèè i-é è j-é ÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè, 
Δrij - ñòåïåíü äåôîðìàöèè.

Êðîìå òîãî, àíàëèçèðóåòñÿ íåêàÿ óñ-
ëîâíàÿ âåëè÷èíà, âûáðàííàÿ ýìïèðè÷å-
ñêè è íå èìåþùåå ôèçè÷åñêîãî âîïëîùå-
íèÿ, íî äàþùåå íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå 

îá îòñóòñòâèè (èëè íàëè÷èè) îøèáîê 
ðàñ÷¸òîâ, êîòîðóþ íàçâàëè - «ñðåäíåå âðå-
ìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ ÷àñòèö â êàæäûé 
ìîìåíò âðåìåíè»:

  
(4)

ãäå

 
(5)

Çíà÷åíèÿ âñåõ ÷åòûð¸õ ïàðàìåòðîâ 
(1)-(4) âûâîäèëèñü â âèäå ãðàôèêà â ëîãà-
ðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Ïðèçíàêàì òîãî, 
÷òî ìîäåëü íà÷èíàëà ôóíêöèîíèðîâàòü ñ 
îøèáêàìè, áûëî î÷åíü áûñòðîå óâåëè÷å-
íèå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ äî 
çíà÷åíèé, èìåþùèõ ïîðÿäîê 10100 è áîëåå.

1. Îïèñàíèå ñòðóêòóðû êîäà êîìïëåê-
ñíîé ìîäåëè è îñîáåííîñòåé õîäà ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Êîä ìîäåëè íàïèñàí â ñðåäå MatLab 
R2017b ñ ïîäêëþ÷¸ííûì ïàêåòîì Statistics 
and Machine Learning Tool. Ïðîãðàììà, 
îñóùåñòâëÿþùàÿ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ 
ìîäåëè, ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ 
ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ:

• ñåêöèÿ èíèöèàëèçàöèè âñåõ ïåðå-
ìåííûõ, êîíñòàíò, íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé 
÷àñòèö è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè óñòðîé-
ñòâà ðàññåèâàíèÿ;

• îñíîâíîé öèêë, èìèòèðóþùèé 
ñèñòåìíîå âðåìÿ, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ 
âñå ïðîöåäóðû;

• ñåêöèÿ âèçóàëèçàöèè;
• ñåêöèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè.
Áûëè ñïðîåêòèðîâàíû äâà ïðîñòûõ 

âàðèàíòà óñòðîéñòâà ðàññåèâàíèÿ, óñëîâ-
íî íàçâàííûå ñèììåòðè÷íûì è íåñèì-
ìåòðè÷íûì (ðèñ.1à), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 
êàæäîå èç íèõ áóäåò îáåñïå÷èâàòü ðàñ-
ñåèâàíèÿ, îïèñûâàåìûå ñèììåòðè÷íûìè 
è íåñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî. Â 
îáîèõ óñòðîéñòâàõ èìååòñÿ âîðîíêîîáðà-
çíàÿ âåðõíÿÿ ÷àñòü («çàãðóç÷èê»), ïðåä-
íàçíà÷åííàÿ äëÿ çàãðóçêè ÷àñòèö.

Ðàññìàòðèâàëèñü äâà âàðèàíòà èñõîä-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö: à) èäåàëèçè-
ðîâàííîå ðàñïîëîæåíèå â âèäå «îáëàêà» 
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ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû, â êîòîðîì êàæ-
äàÿ ÷àñòèöà èìååò ñëó÷àéíîå íåáîëüøîå 
çíà÷åíèå íà-
÷àëüíîé ñêî-
ðîñòè, ðàñïðå-
äåë¸ííîå ïî 
íîðìàëüíîìó 
çàêîíó ñ íó-
ëåâûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì (ÌÎ) è çíà÷åíèåì 
äèñïåðñèè 0.1 ms, è á) ðàñïîëîæåíèå, 
áëèçêîå ê ðåàëèñòè÷íîìó, êîãäà âñå ÷à-
ñòèöû ïîêîÿòñÿ â âîðîíêå çàãðóç÷èêà.

Ïîñëå ñòàðòà ìîäåëè ðàññ÷èòûâàëèñü 
ñêîðîñòè è ïîëîæåíèÿ êàæäîé èç ÷àñòèö 
äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè tk äî òåõ 
ïîð, êîãäà ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöà ïîïàä¸ò íà 
ïîâåðõíîñòü ðàññåèâàíèÿ. Äëÿ êîíòðîëÿ 
ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè ïðîöåäóðû ñåêöèè âè-
çóàëèçàöèè îòîáðàæàëè òåêóùåå ñîñòîÿ-
íèå óñòðîéñòâà ðàññåèâàíèÿ è ÷àñòèö ïî 
çàäàííûì óñëîâèÿì.

Âèçóàëèçàöèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà 
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèëàñü 
äëÿ êàæäîãî 50-ãî, 10-ãî è 2-ãî ìîìåí-
òîâ âðåìåíè. Íà ðèñ.1 â [1] ïðèâåäåíû 
äâà ñêðèíøîòà, ïîëó÷åííûõ â ðàçíûå ìî-
ìåíòû âðåìåíè ïðîöåññà ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ. 

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü óäîáíóþ âî-

çìîæíîñòü íàáëþäàòü äåé-
ñòâèå ñèë ëþáîãî ïîðÿäêà, 
àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ñèëû 
áûëè ïåðåâåäåíû â ëîãà-
ðèôìè÷åñêóþ øêàëó ïî 
âûðàæåíèþ:

 
(6)

ãäå F�xmin
=10-15N, ÷òî 

ñðàâíèìî ñî çíà÷åíèåì 
îøèáêè âû÷èñëåíèÿ ñðåäû 
ìîäåëèðîâàíèÿ. 

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäå-
íà øêàëà öâåòîâ, êîòîðàÿ 
èñïîëüçîâàëàñü äëÿ âèçóà-
ëèçàöèè äèàïàçîíà ñèë äå-
ôîðìàöèè îò 0.0034 N (  
-25 dB) äî 5 N (  7 dB), îï-

ðåäåë¸ííûõ ýìïèðè÷åñêè íà ýòàïå îöåí-
êè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñèë äåôîðìàöèè.

Ê ïðèìåðó, ñðàâíèâàÿ öâåò ÷àñòèö, 
èçîáðàæ¸ííûõ íà ðèñyíêó 1 á, ñî øêàëîé 
öâåòà íà ðèñóíêó 2, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, 
÷òî íà áîëüøèíñòâî ÷àñòèö äåéñòâóåò 
ñèëà îò -15 dB äî -10 dB, çà èñêëþ÷åíèåì 
íåñêîëüêèõ âåðõíèõ ÷àñòèö, íà êîòîðûå 
äåéñòâóåò ñèëà, çíà÷åíèå êîòîðîé ìåíü-
øå, ÷åì -25 dB.

Ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå âíóòðè 
ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû (ðèñ. 3) ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ âîëíîîáðàçíî, ïîâèäèìîìó, 
ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ñóïåðïîçèöèè ïðÿìûõ 
è îòðàæ¸ííûõ âîëí.

Íà ðèñóíêå 4 õîðîøî âèäíî, êàê ðà-
ñïðîñòðàíÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêîå âîçìóùå-
íèå äíà, êîëåáëþùåãîñÿ ñ ÷àñòîòîé 200 
Hz è àìïëèòóäîé 0.4 mm ïî îñè OY, ÷å-
ðåç ñðåäó, ñîñòîÿùåé èç 484-õ ÷àñòèö. Íà-
÷èíàÿ ïðèìåðíî ñ ìîìåíòà âðåìåíè 1:94 
ms ìîæíî íàáëþäàòü íà÷àëî îáðàçîâàíèÿ 
ñòðóêòóðû, êîòîðûå àíàëèçèðóþòñÿ âî 

Рисунок 1 – Варианты устройства рассеивания и варианты 

загрузки частиц

Рисунок 2 – Цвет частицы в зависимости от суммарной силы деформации
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ìíîãèõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð, â [3].
Ñðåäà èç ãðàíóë â ïðèíÿòîé íàìè ìî-

äåëè îêàçàëàñü î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíîé ê 
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Òàê, â äâóõ áàíêàõ ñ 
âèáðèðóþùèì äíîì áûëè ñìîäåëèðîâàíû 
ñðåäû ñ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íûìè íà÷àëü-
íûìè ïàðàìåòðàìè, çà èñêëþ÷åíèåì íà-
÷àëüíûõ êîîðäèíàò îäíîé ÷àñòèöû: èõ 
ðàçëè÷èå ïî êàæäîé èç îñåé ñîñòàâëÿëî 
î÷åíü ìàëîå çíà÷åíèå 10-12m (ñðàâíèìî ñ 
ðàçìåðîì àòîìà!). 

Øóì âû÷èñëåíèé ìàëûõ ïðèðàùåíèé 
ñêîðîñòè è êîîðäèíàò ÷àñòèö áûë îãðà-
íè÷åí óðîâíåì 10-15m, ÷òî ñîïîñòàâèìî ñ 
ìàêñèìàëüíûìè îøèáêàìè âû÷èñëåíèé 
ñðåäû MatLab íà ïëàòôîðìå macOS. Ê 
ìîìåíòó 0:15ms ñîñòîÿíèÿ ñðåä íà÷àëè 
çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ, à ê êîíöó èñïûòàíèÿ 
âñå ÷àñòèöû â ýòèõ áàíêàõ íàõîäèëèñü â 
ñîâåðøåííî ðàçíûõ ïîçèöèÿõ ñ ðàçíûìè 
ñêîðîñòÿìè. 

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëèëî ñäåëàòü ïðåä-

ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íàøà 
ãðàíóëèðîâàííàÿ ñðåäà ìî-
æåò ïðèíàäëåæàòü ê êàòå-
ãîðèè õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì, 
÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîìî-
ãàåò ïîíÿòü, êàê ïðèäàòü 
íàøåé ñèñòåìå ñòîõàñòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð: äîñòàòî÷íî 
çàäàòü ñëó÷àéíûå íåáîëü-
øèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò 
èëè ñêîðîñòè îäíîé åäèí-
ñòâåííîé ÷àñòèöû, ÷òîáû 
ðåçóëüòèðóþùåå ðàñïîëî-
æåíèå ÷àñòèö áûëî ñëó-
÷àéíûì è óíèêàëüíûì îò 
èñïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ.

2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ 
è àíàëèç èõ ñòàòèñòè÷åñêîé 
îáðàáîòêè 

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïðî-
öåññà ðàññåèâàíèÿ ãðà-
íóëèðîâàííûõ ÷àñòèö 
áûë ïîëó÷åí îäíîìåð-
íûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè 
x = (x

1
, ..., x

n
) âûáîðêè 

X = (X
1
, ..., X

n
) êîîðäèíàò 

÷àñòèö âäîëü îñè OX íà 
ïîâåðõíîñòè ðàññåèâàíèÿ, 

õàðàêòåðèçóþùèé íåïðåðûâíóþ ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó (ÑÂ) �. 

Ïðèìåì, ÷òî ÑÂ � îïèñûâàåòñÿ íåêî-
òîðîé òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F

�
 (x) = P{ � � x}, 

êîòîðàÿ íàì íåèçâåñòíà è ãèïîòåçû îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîé ìû áóäåì âûäâèãàòü. 
Äëÿ åå îöåíêè èñïîëüçóåì ýìïèðè÷åñêóþ 
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà:

   
(7)

ãäå  - ñëó÷àéíàÿ 

âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó ýëåìåíòîâ âûáîð-
êè X, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò 
çíà÷åíèå x,

  
Äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ñòðîèòñÿ 

ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëîã (ãèñòîãðàììà)    

Рисунок 3 – Распространение механического возмущения: 

результат удара одной частицы, образование простой структуры

Рисунок 4 – Распространение механического возмущения от 

колеблющейся стенки
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ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè 
f
�
 (x), ïîëó÷àåìûé ïî âûáîðêå X = (X1, ..., Xn):

 
(8)

ãäå  - îáëàñòü çíà÷åíèé 
ÑÂ �, ïîëó÷åííûõ â õîäå ýêñïåðèìåíòà, 
Δs – íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû, s = 
1, ..., N, N   -  ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ èíòåðâàëîâ, ms - ÷èñëî íàáëþäåíèé Xi, 
ïîïàâøèõ â ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë, 
ïðè ýòîì: , òàê, ÷òî 

, |Δs| - äëèíà èíòåðâàëà Δs,

  
(9)

Ãèñòîãðàììû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòà-
òå íåñêîëüêèõ ïðîáíûõ ÷èñëåííûõ ðåàëè-
çàöèé êîäà ìîäåëè, â ïðèíöèïå, íå â ïî-
ëíîé ìåðå ñîîòâåòñòâîâàëè êàêîìó-ëèáî 
èçâåñòíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ (ðèñ.5).

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî íåêîòîðûå òèïû êîíñòðóêöèé 
óñòðîéñòâ ñîçäàþò òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ 

ðàññåÿííûõ ÷àñòèö, âèä è ïàðàìåòðû òåî-
ðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F

�
(x) 

êîòîðûõ ìîãóò ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè. Äëÿ 
÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ïðåäïî-
ëîæåíèÿ áûë ó÷òåí òîò ôàêò, ÷òî ÑÂ �  
õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëüêî êîîðäèíàòîé 
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ÷àñòèöåé ïîâåðõíîñòè 
ðàññåèâàíèÿ, íî è ìîìåíòîì âðåìåíè, òî 
åñòü: � = � (w, t). 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê îïðåäå-
ëåíèþ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, òà-
êîãî, ÷òî çíà÷åíèå ÑÂ � ðàâíî êîîðäèíàòå 
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ÷àñòèöåé ïîâåðõíîñòè 
ðàññåèâàíèÿ äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè, êîòîðûé áîëüøå èëè ðàâåí ìîìåíòó 
âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ; è íåêîòîðîìó èñ-
êóññòâåííîìó ìàëîâåðîÿòíîìó çíà÷åíèþ, 
íàïðèìåð, 0, â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðå-
ìåíè:

   
(10)

ãäå tx - ìîìåíò âðåìåíè 
ïåðåñå÷åíèÿ ÷àñòèöåé ïî-
âåðõíîñòè ðàññåèâàíèÿ.  

Çíà÷åíèå êîîðäèíàòû 
è ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñå-
÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè, ïîýòîìó òðàåêòîðèè 
íàøåãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà âûãëÿäÿò ïðèìåðíî 
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêó 6, ïðåäñòàâëÿþùèì 
ðåçóëüòàò îäíîé ÷èñëåí-
íîé ðåàëèçàöèè êîäà ìî-
äåëè:

Âèçóàëüíûé àíàëèç ïî-
çâîëÿåò ñäåëàòü ïðåäâàðè-
òåëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî 
ýìïèðè÷åñêèå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÑÂ � â ðàçëè÷íûõ 
ñå÷åíèÿõ, íàïðèìåð, ïðè 
t1=0.3s è t2=0.55s, ìîãóò 
áûòü íå ýêâèâàëåíòíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè-
õîäèì ê âûâîäó î íåîá-

õîäèìîñòè àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèé â äâóõ 
èëè áîëåå ñå÷åíèÿõ ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-
ñà �(w,t), ýìïèðè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêîå 

                               а)                                                      б)

Рисунок 5 – Гистограммы для разных конструкций устройства 

рассеивания
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îæèäàíèå (ÌÎ) è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå 
îòêëîíåíèå (ÑÊÎ) êîòîðûõ ðàññ÷èòûâà-
ëèñü ïî èçâåñòíûì âûðàæåíèÿì:

 
(11)

 

(12)

ãäå  - âûáîðî÷íûå ìîìåíòû 1-ãî 
ïîðÿäêà (ýìïèðè÷åñêèå ÌÎ) ðàñïðåäåëå-
íèé â 1-ì è 2-ì ñå÷åíèÿõ, S1, S2 - âûáîðî÷-
íûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû 2-ãî ïîðÿäêà 
(ýìïèðè÷åñêèå ÑÊÎ) â 1-ì è 2-ì ñå÷åíè-
ÿõ, n1 - ÷èñëî ÷àñòèö, óïàâøèõ íà ïîâåðõ-
íîñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0  t � t1, n2 - 
÷èñëî ÷àñòèö, óïàâøèõ â ìîìåíòû âðåìåíè 
t1  t  tmax . Î÷åâèäíî, ÷òî n1 + n2 = n.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ òîãî, ìåíÿëñÿ ëè çàêîí 
ðàñïðåäåëåíèÿ îò ìîìåíòà t1 ê ìîìåíòó t2 

, èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé îäíîðîäíîñòè 
Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà [4], ïîçâîëÿþ-
ùèé èññëåäîâàòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
íåçàâèñèìî îò èõ òèïà:

, ãäå H0 - 
íóëåâàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëå-
íèÿ â îáà ìîìåíòà âðåìåíè ýêâèâàëåíòíû 
(ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå òåîðåòè-
÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ), 

 
òåñòîâàÿ ñòàòèñòèêà. Çäåñü   

- ýìïèðè÷åñêèå 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, 
ïîñòðîåííûå ïî âûáîðêàì 
èç ðàñïðåäåëåíèé �1 è �2, ñî-
îòâåòñòâóþùèì ñå÷åíèÿì t1 
è t2, �

	
 - ÷èñëî, îïðåäåëÿå-

ìîå èç âûðàæåíèÿ
K (�

	
) = 1- 	,  (13)

ãäå K(x) - ðàñïðåäåëåíèå 
Êîëìîãîðîâà, 

  
	 - óðîâåíü çíà÷èìîñòè, êîòîðûé â íà-

øåì ñëó÷àå áûë ïðèíÿò ðàâíûì 0,05.
Äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòûõ ãèïîòåç î òîì, 

ñîãëàñîâàíû ëè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â 
ñå÷åíèÿõ t1 è t2 ñ íîðìàëüíûì, ëîãàðèô-
ìè÷åñêè íîðìàëüíûì, ëîãèñòè÷åñêèì, 
ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà, èëè ðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì, ïðèìåíÿåì ñëåäóþ-
ùèå êðèòåðèè ñîãëàñèÿ:

1) êðèòåðèé Ëèëëèåôîðñà (ìîäè-
ôèöèðîâàííûé êðèòåðèé Êîëìîãî-
ðîâà) [5]:     

 ãäå  
; 

à G1(x), G2(x) - òåîðåòè÷åñêèå ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèé íîðìàëüíîãî çàêîíà, ïà-
ðàìåòðû êîòîðûõ ðàâíû ýìïèðè÷åñêèì 
ïàðàìåòðàì  è  ñîîòâåòñòâåí-
íî, èç âûðàæåíèé (11) è (12); �

	
 - ÷èñëî, 

îïðåäåëÿåìîå èç âûðàæåíèÿ (13);
2) êðèòåðèé 
2 (õè-êâàäðàò) èç [4]:

, ãäå  

 - ìåðà 
2; N - ÷èñ-
ëî ïîäìíîæåñòâ ãðóïïèðîâêè, ñîçäàâàå-
ìûõ ïðè ïåðåõîäå îò íåïðåðûâíûõ êîîð-
äèíàò ïîëîæåíèé ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè 
X = {X1,..., Xn} ê ÷àñòîòàì ïîïàäàíèÿ ÷à-
ñòèö â âûäåëåííûå èíòåðâàëû (ïîäìíî-
æåñòâà) , è

 I(·) - ôóíêöèÿ èç 
âûðàæåíèÿ (9); Δs - ðàçìåð ïîäìíîæåñòâà 

Рисунок 6 – Траектории случайного процесса модели
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ãðóïïèðîâêè, UΔs = Δ - îáëàñòü çíà÷åíèé 
ÑÂ � â õîäå ýêñïåðèìåíòà;  
- òåîðåòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè, ðàññ÷èòàí-
íûå êàê çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ:

à) íîðìàëüíîãî çàêîíà ñ ïëîòíîñòüþ:

  
(14)

á) ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîãî çàêîíà 
ñ ïëîòíîñòüþ:

  
(15)

â) ëîãèñòè÷åñêîãî çàêîíà ñ ïëîòíîñòüþ:

 
(16)

ã) ðàâíîìåðíîãî çàêîíà è ä) çàêîíà 
Ïóàññîíà 

ñ ïàðàìåòðàìè , ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì .

Íèæå ïðèâåäåíà ïîäðîáíàÿ ñõåìà îä-
íîãî èç íåñèììåòðè÷íûõ óñòðîéñòâ, íàè-
áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî â íàøèõ ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ (ðèñ. 7 à).

Êàæäîå èñïûòàíèå ñîñòîÿëî èç 
«âáðàñûâàíèÿ» ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö â çà-
ãðóç÷èê óñòðîéñòâà ðàññåèâàíèÿ, «ïðîãîí-
êè» ÷àñòèö ÷åðåç óñòðîéñòâî, è ðàññåèâà-
íèÿ ÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè. Äëÿ êàæäîãî 
èñïûòàíèÿ çàïèñûâàëèñü ãðàôè÷åñêèå 
èçîáðàæåíèÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñîâî-
êóïíîñòè ÷àñòèö, êîòîðûå çàòåì èñïîëü-
çîâàëèñü äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ âîçìîæíîñòè 
íàáëþäåíèÿ äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
÷àñòèöû. Íà ðèñóíêå 7 á ïðèâåäåíû ðàñ-
øèôðîâêè ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îòîáðàæà-
þòñÿ äëÿ êàæäîãî èñïûòàíèÿ è çíà÷åíèÿ 
êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ è ïîëó÷åíèÿ èññëåäóåìûõ âûáîðîê.

Ïî îêîí÷àíèè êàæäîãî èñïûòàíèÿ 
(ýêñïåðèìåíòà), ðàññ÷èòûâàëèñü çíà÷åíèÿ 
ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è òåñòîâûõ 
ñòàòèñòèê, ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå òàáëèö, 
ðàñøèôðîâàííûõ íà ðèñóíêå 8. Äëÿ âèçó-
àëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðà-
ñïðåäåëåíèé èñïîëüçîâàëèñü èçîáðàæåíèå 
àíñàìáëÿ ðåàëèçàöèé è ñå÷åíèé, ïîäîáíî 
ðèñóíêó 6, ãèñòîãðàììû ðàñïðåäåëåíèé â 
äâóõ ñå÷åíèÿõ è áëî÷íàÿ äèàãðàììà äëÿ 
âèçóàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðà-

Рисунок 7 – Схема устройства рассеивания и обозначения параметров
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ñïðåäåëåíèé è ñðàâíåíèÿ èõ ìåæäó ñîáîé.
Áûëî ïðîâåäåíî ìíîæåñòâî ÷èñëåí-

íûõ èñïûòàíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ 
óñëîâèé, êîíôèãóðàöèé óñòðîéñòâà ðàñ-
ñåèâàíèÿ è ïàðàìåòðîâ ÷àñòèö, è îòìå-
÷åíî, ÷òî ðàçëè÷íûå èçìåíåíèÿ óñëîâèé 
ðàññåèâàíèÿ îïðåäåëÿþò âèä è ïàðàìå-
òðû ôèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö íà 
ïîâåðõíîñòè. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äâóõ 
÷èñëåííûõ ðåàëèçàöèé îïèñàííûõ èññëå-
äîâàíèé.

Ðåçóëüòàò 1. Óñëîâèÿ ðàñ÷åòà: Ñîâî-
êóïíîñòü èç 250-òè ÷àñòèö çàãðóæåíà â 
íåïîäâèæíîå óñòðîéñòâî ðàññåèâàíèÿ. 
Ñïóñòÿ îêîëî 600 ìñ âñå ÷àñòèöû áûëè 
ðàññåÿíû íà ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 9), à ðîâíî 
ïîëîâèíà ÷àñòèö ðàññåÿíà ê ìîìåíòó 370 
ìñ (ñì. íà ðèñ.9 ãðàôèê ââåðõó-ñïðàâà). 

Ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â äâóõ ñå÷åíè-
ÿõ íå ýêâèâàëåíòíû, èõ ïàðàìåòðû òàêæå 
îòëè÷àþòñÿ, è îòëè÷èÿ ýòè ñóùåñòâåííû. 

Ïî êðèòåðèþ 
2 ðàñïðåäåëåíèå â ñå÷åíèè 
t1 îòíîñèòñÿ ê ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëü-
íîìó. Ïî êðèòåðèÿì Ëèëëèåôîðñà è 
2 
ðàñïðåäåëåíèå â ñå÷åíèè t2 îòíîñèòñÿ ê 
íîðìàëüíîìó ëèáî ëîãàðèôìè÷åñêè íîð-
ìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Âèäíî, ÷òî ñòå-
ïåíü ðàññåÿíèÿ â ïåðâîì ñå÷åíèè çíà÷è-
òåëüíî âûøå, ÷åì âî âòîðîì. 

Ðåçóëüòàò 2. Óñëîâèÿ ðàñ÷åòà: Ñîâî-
êóïíîñòü èç 250-òè ÷àñòèö çàãðóæåíà â 
íåïîäâèæíîå óñòðîéñòâî ðàññåèâàíèÿ, 
êîòîðîå èìååò ïîäâèæíóþ ëîïàòêó, âè-
áðèðóþùóþ ñ ÷àñòîòîé 100 Ãö, â íèæíåé 
÷àñòè òðóáû ðàññåèâàíèÿ. Ñïóñòÿ îêî-
ëî 600ms âñå ÷àñòèöû áûëè ðàññåÿíû íà 
ïîâåðõíîñòè (ðèñ.10), à ðîâíî ïîëîâèíà 
÷àñòèö ðàññåÿíà ê ìîìåíòó 390ms (ñì. íà 
ðèñ. 10 ãðàôèê ââåðõó-ñïðàâà).

Ðàñïðåäåëåíèÿ â îáîèõ ñå÷åíèÿõ 
ïî-ïðåæíåìó íå ýêâèâàëåíòíû, î ÷¸ì 
ñâèäåòåëüñòâóåò òîò ôàêò, ÷òî ãèïîòåçà 

Рисунок 8 – Обозначения статистических параметров в модели
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îäíîðîäíîñòè ïî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà 
íå âûïîëíÿåòñÿ. Îäíàêî, ðåçóëüòàòû ïðî-
âåðêè îñòàëüíûõ ãèïîòåç ãîâîðÿò î òîì, 
÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ñêîðåå ðàçíûå 
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, íî îòíîñÿòñÿ ëèáî 
ê ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ, ëèáî ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà. 
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòåïåíü ðàññåÿíèÿ 
÷àñòèö â óñòðîéñòâå ñ âèáðèðóþùåé ëî-

ïàòêîé îêàçàëàñü íàìíîãî âûøå, ÷åì â 
ïîëíîñòüþ íåïîäâèæíîì óñòðîéñòâå. 

Âûâîäû. Ïðîâåäåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìå-
òîäèêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíà-
ìèêè ïðîöåññà ðàññåèâàíèÿ ãðàíóëèðî-
âàííûõ ÷àñòèö, ðàçðàáîòàííîé â ðàáîòàõ 
[1,2], ïîçâîëèëà:

- óáåäèòüñÿ â ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðî-
öåäóðû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðåäëîæåííîé 

                                      а)                                     б)

Рисунок 10 – Параметры распределений 2-го результата

Рисунок 9 – Параметры распределений 1-го результата
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êîìïëåêñíîé ìîäåëè ïðîöåññà ðàññåèâà-
íèÿ, ÷òî ïîêàçàëè ïðèâåäåííûå âûøå Ðå-
çóëüòàòû 1 è 2;

- ïðîâåñòè ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ïî-
ëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ è îñóùå-
ñòâèòü ïîèñê âèäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö 
íà ïîâåðõíîñòè â èõ ñâÿçè ñ âàðèàíòàìè 
êîíñòðóêöèé ðàññåèâàþùèõ óñòîéñòâ, à 
òàêæå ñ âëèÿíèåì íà ïðîöåññ ðàññåèâàíèÿ 
âíåøíèõ ôàêòîðîâ;

- âïîëíå îïðåäåë¸ííî ïîëàãàòü, ÷òî 
ðàñïðåäåëåíèå íà ïîâåðõíîñòè ãðàíóëè-
ðîâàííûõ ÷àñòèö, îñóùåñòâëåííîå äëÿ 
ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ êîíñòðóêöèé 
ðàññåèâàíèÿ, î÷åíü áëèçêî ê ëîãàðèôìè-
÷åñêè íîðìàëüíîìó.

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî òå 
èëè èíûå êîíñòðóêòèâíûå èçìåíåíèÿ 
è âëèÿíèå âíåøíèõ ôàêòîðîâ î÷åâèäíî 
ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì âèäàì ðàñïðåäåëå-
íèé ðàññåèâàåìûõ ÷àñòèö, è èññëåäîâàòü 
ýòè çàâèñèìîñòè îêàçûâàåòñÿ óäîáíî â 
ïðåäëîæåííîé ìîäåëè, ÷òî ìîæåò îêàçà-
òüñÿ ïîëåçíûì â òîì èëè èíîì ïðèëîæå-
íèè äëÿ ðàçðàáàòûâàåìûõ ðàññåèâàþùèõ 
óñòðîéñòâ.
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Summary 

Goal. The aim of the research is to carry out numerical calculations based on a previously developed 

integrated model of granular particles dispersion process. The model considers mutual mechanical 

interaction of particles, their clash with elements of the construction of the device, the infl uence of air 

fl ow at a velocity of moving particles, as well as effects on particle and gravitational fi eld vibration of 

structure elements. On this basis, it is possible to build the respective simulation models.  The numerical 

simulation enables accurately explore the infl uence of the technical parameters of dissipation structure 

elements and external factors on distribution of particles at the surface without any natural experiment. 

Research methods: theory of modeling, the physics of heterogeneous phenomena, spatial-hour 

dynamics, mathematical statistics.

Research results. Based on a comprehensive model for numerical simulation of diffusion process 

of granular particles. Offered several options for device design. Conducted evaluation of the results 

obtained by the methods of mathematical statistics.

Findings. Statistical evaluation of results numerical simulation of diffusion process granular particles 

in the offered variants of devices provided an opportunity to determine the distribution law particles 

on the surface characteristic of data structures.

Keywords: integrated modelling, process dynamics, granulated particles, distribution law.
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Анотація

Метою роботи є проведення числових розрахунків на базі розробленої раніше комплексної 

моделі процесу розсіювання частинок гранульованого середовища, яка більш адекватно моде-

лює цей технологічний процес. Модель враховує взаємну механічну взаємодію частинок, їх зітк-

нення з елементами конструкції пристрою розсіювання, вплив повітряного потоку на швидкість 

перемещіщення частинок, а також вплив дії на частинки гравітаційного поля та вібрації елементів 

конструкції. Числове моделювання дає можливість більш точно дослідити вплив технічних пара-

метрів елементів конструкції розсіювання та зовнішних факторів на розподілення частинок по 

поверхні без проведення натурних експериментів. 

Методи дослідження: теорія моделювання, фізика гетерогенних явищ, просторово-часова 

динаміка, математична статистика.

Результати дослідження. На базі розробленої комплексної моделі проведено числове моде-

лювання процесу розсіювання гранульованих частинок деякими варіантами конструкції засобів 

розсіювання та оцінювання отриманих результатів методами математичної статистики. 

Висновки. Статистичне оцінювання результатів числового моделювання процесу розсіювання 

гранульованих частинок в деяких варіантах пристроїв дало можливість визначити закони розпо-

ділення частинок на поверхні, які є характерними для даних конструкцій. 

Ключові слова: комплексне моделювання, динаміка процесу, гранульоване середовище, за-

кон розподілення.


