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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Òåõíîëîãèÿ ðàñ-
ñåèâàíèÿ ÷àñòèö ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíî 
ðåãóëèðóåìûé ïðîöåññ, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ 
â äàëüíåéøåì íà òðóäíîñòÿõ ïðè ïðîåê-

òèðîâàíèè è ðàçðàáîòêå ñîîòâåòñòâóþùèõ 
òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ äëÿ åå ðåàëèçàöèè [1]. 
Ïîýòîìó âàæíûì ìîìåíòîì, îáëåã÷àþ-
ùèì òàêèå øàãè, ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå èìè-
òàöèîííûõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ èññëå-
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Аннотация

Цель. В статье рассматривается проблема моделирования процесса рассеивания частиц гра-

нулированной среды, находящихся в свободном взаимодействии, с целью использования резуль-

татов для построения соответствующих имитационных моделей. Понятно, что такие модели бу-

дут востребованы при проектировании различных рассеивающих устройств, а также дополнят 

возможности проверки влияния технических параметров устройств на распределение частиц по 

поверхности без необходимости проведения физического эксперимента. 

Существенную роль имитационное моделирование может играть в сельхозмашиностроении 

при создании технических средств для рассеивания (посева) семян, разбрасывания удобрений. 

Имеющиеся в свободном доступе результаты моделирования некоторых вариантов процес-

сов рассеивания не закрывают очень многих вопросов их исследования и требуют дополнитель-

ных усилий по решению таких задач.

Методы исследований: теоретическая механика, линейная алгебра и геометрия, материало-

ведение и теория вероятности.

Результаты исследований. В данной работе на базе классических методов теоретической 

механики, линейной алгебры и геометрии, материаловедения и теории вероятности разработан 

алгоритм построения модели взаимодействия  гранулированных частиц в процессе рассеивания, 

особенность которого состоит в том, что положения и скорости каждой из рассеиваемых частиц 

во времени и физическом пространстве вычисляются с задаваемой точностью в дискретные мо-

менты времени в непрерывном пространстве, начиная c первоначального попадания совокупнос-

ти частиц в устройство и заканчивая рассеиванием частиц на поверхности.

Предложенный алгоритм является исходным для последующих шагов по его усложнению с 

учетом применение методов математической статистики при обработке численных результатов рас-

сеивания частиц, что позволит определить соответствующие закономерности их распределений.

Выводы. Предлагается особо уделить внимание моделированию взаимодействия частиц с 

элементами конструкции устройства рассеивания, влияния воздушного потока на скорость пере-

мещения частиц, действий на частицы гравитационного поля и вибрации элементов конструкции. 

Ключевые слова: моделирование, процесс рассеивания, гранулированная частица, закон 

распределения, случайная величина, пространство событий.
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äîâàòü ïðîöåññû ðàññåèâàíèÿ ÷àñòèö äî 
ðàçðàáîòêè è èçãîòîâëåíèÿ íåîáõîäèìûõ 
òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. 

Òàêèå ìîäåëè íàéäóò ñåáÿ â ïðîåê-
òèðîâàíèè ðàññåèâàþùèõ óñòðîéñòâ, èñ-
ñëåäîâàíèÿõ èçìåíåíèé â êîíñòðóêöèÿõ, 
ïðåäâàðèòåëüíûõ èñïûòàíèÿõ. Îíè ïðåä-
ñòàâëÿþò âîçìîæíîñòè äëÿ ïðîâåðêè âëè-
ÿíèÿ òåõíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ óñòðîéñòâ 
íà ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ïîâåðõíîñòè 
áåç íåîáõîäèìîñòè ïðîâåäåíèÿ ôèçè÷åñ-
êîãî ýêñïåðèìåíòà. 

Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè ìîãóò îêà-
çàòüñÿ ñàìûìè ðàçëè÷íûìè: â ñåëüñêîì 
õîçÿéñòâå, â ìàøèíîñòðîåíèè, â ñîçäà-
íèè íîâûõ ìàòåðèàëîâ, â ñòðîèòåëüñòâå, â 
áèîëîãèè. Â ÷àñòíîñòè, â îáëàñòè ñåëüõîç-
ìàøèíîñòðîåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ðàáîòû ïî 
ñîçäàíèþ ìîäåëåé ðàññåèâàíèÿ ñåìÿí 
(çåðíà) [2,3]. Îäíàêî ìíîãî âîïðîñîâ â 
èññëåäîâàíèè äèíàìèêè òàêèõ ïðîöåññîâ 
îñòàþòñÿ îòêðûòûìè è òðåáóþò äîïîëíè-
òåëüíûõ óñèëèé ïî èõ ðåøåíèþ. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîç-
äàíèå ìîäåëè ïðîöåññà ñâîáîäíîãî ðàñ-
ñåèâàíèÿ ãðàíóëèðîâàííûõ ÷àñòèö, îñî-
áåííîñòü êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî 
ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè êàæäîé èç ðàññåè-
âàåìûõ ÷àñòèö âî âðåìåíè è ôèçè÷åñêîì 
ïðîñòðàíñòâå âû÷èñëÿþòñÿ ñ çàäàâàåìîé 
òî÷íîñòüþ. 

Îñíîâíîé ìàòåðèàë èññëåäîâàíèÿ. Áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü 3-ìåðíîå ýâêëèäîâî 
ïðîñòðàíñòâî E3 ñ òàêîé ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò, ÷òî ïëîñêîñòü XOY ñîâïàäàåò ñ 
ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðóþ ïà-
äàþò ÷àñòèöû, à ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâ-
ëåíèå îñè OZ ïóñòü áóäåò íàïðàâëåíèåì 
«ââåðõ».

Ââåä¸ì òàêæå âåêòîðíîå ïîëå íà ïðî-
ñòðàíñòâå E3, òàêîå, ÷òî âñå âåêòîðà ýòîãî 
ïîëÿ ðàâíû ïî ìîäóëþ è èìåþò îäèíà-
êîâîå îòðèöàòåëüíîå íàïðàâëåíèå âäîëü 
OZ â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà E3. Ðàñ-
ñìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà óñòðîéñòâî 
ðàññåèâàíèÿ âûáðàñûâàåò îäíó ÷àñòèöó, 
êîòîðàÿ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïàäàåò 
íà ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü, ýêâèâàëåíòíóþ 
ïëîñêîñòè XOY. Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì w 
â ýòîì ñëó÷àå åñòü ïàäåíèå ÷àñòèöû â òî÷-

êó êîîðäèíàòàìè x è y â ìîìåíò âðåìåíè 
t 0, õàðàêòåðèçóþùèå ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó (ÑÂ) �. Ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé  áóäåì ñ÷èòàòü ñëåäóþùåå 
ìíîæåñòâî: = {(x, y) = � (w): - < x < , 
- < y < }.

Âñå ñîáûòèÿ w ñîñòàâëÿþò òàêóþ ñè-
ñòåìó �, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñî-
áûòèé. Ýìïèðè÷åñêàÿ ÷àñòîòà vn = m/n (m 
- ÷èñëî ïîïàäàíèé ÷àñòèöû â îïðåäåë¸í-
íóþ òî÷êó ïëîñêîñòè, n - îáùåå ÷èñëî 
îïûòîâ) ñ óâåëè÷åíèåì n áóäåò ïðèáëè-
æàòüñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó p, â êîòîðîì 
áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëå-
íèÿ ñîáûòèÿ w. Î÷åâèäíî, ÷òî 0p1 è 
limn→vn=p≡p(w).  

Ôóíêöèÿ p(w), òàêèì îáðàçîì, óäîâ-
ëåòâîðÿåò àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè [4]. Â 
äàëüíåéøåì àíàëèçå è â ìîäåëè ïðèìåì, 
÷òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îïèñûâàåòñÿ 
ôóíêöèåé p(w), à òðîéêà (, �, p) îïðåäå-
ëÿåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðàñïðåäåëåíèå ÑÂ � â ñîîòâåòñòâèè ñ 
öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé [4] áó-
äåò ñîîòâåòñòâîâàòü íîðìàëüíîìó çàêîíó: 
L(� ) = N (μ, K), ãäå μ = (μx, μy) - âåêòîð 
òåîðåòè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, 
K - ìàòðèöà òåîðåòè÷åñêèõ êîâàðèàöèé. 
Ïîâòîðÿÿ îïûò n ðàç ïðè íåèçìåííûõ óñ-
ëîâèÿõ, ïîëó÷àåì âûáîðêó

X = {(X1, Y1), ..., (Xn, Yn)},  (1)
ñîñòîÿùóþ èç n íåçàâèñèìûõ êîïèé 

ÑÂ �, êàæäûé èç ýëåìåíòîâ êîòîðîé èìååò 
òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è �. Ðåàëèçàöèþ 
âûáîðêè X áóäåì îáîçíà÷àòü

x={(x1, y1),...,(xn, yn)}   (2)
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ðàññåèâà-

íèÿ, êîãäà â èòîãå îäíîãî îïûòà áóäåì 
íàáëþäàòü n ÷àñòèö ñ êîîðäèíàòàìè 
x={(x1, y1),...,(xn, yn)}, íàõîäÿùèõñÿ íà 
ïîâåðõíîñòè XOY. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü 
òîëüêî îäíó îñü OX (ýòî óïðîùåíèå íå 
íàðóøèò îáùíîñòü âûâîäîâ) è ïóñòü x0 - 
íåñëó÷àéíîå èçâåñòíîå ïîëîæåíèå ñàìîé 
ïåðâîé ÷àñòèöû íà ïîâåðõíîñòè â îòñóò-
ñòâèè êàêèõ-ëèáî ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. 
Ââåä¸ì âåëè÷èíû �1, ..., �n, âûðàæàþùèå 
ýôôåêòû âîçäåéñòâèÿ ÷àñòèö äðóã íà äðó-
ãà â íåêîòîðîì ÷èñëåííîì âèäå (âåëè-
÷èíû �i è �j íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà ïðè 
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i  j). Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:
x1=x0+�1·x0, 
x2=x1+�2·x1, …, xn=xn-1+�n·xn-1.
Ñóììèðóÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè, è 

ïðîäåëàâ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó-
÷àåì:

 
(3)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü � - ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñóììó n íåçàâèñèìûõ ÑÂ, ñðåäè êî-
òîðûõ íåò äîìèíèðóþùèõ.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýòè ÑÂ èìåþò îäè-
íàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå, à çíà÷åíèå n 
äîñòàòî÷íî âåëèêî, íà îñíîâàíèè öåí-
òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû [4] ìîæåì 
óòâåðæäàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � 
ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. 
Ëåâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ â ïðåäåëüíîì 
ñëó÷àå ïðè n →  è xi → 0 ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå èíòåãðàëà:

  
(4)

Ïðèðàâíèâàÿ (3) è (4), ïîëó÷àåì 
ln  x = � , îòêóäà x = e�. Ïîñêîëüêó ÑÂ � 
ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, òî 
çíà÷åíèå êîîðäèíàòû x ÷àñòèöû áóäåò ðà-
ñïðåäåëåíî ïî ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëü-
íîìó çàêîíó, èëè áëèçêîìó ê íåìó çàêîíó 
ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ.

Ïîñòðîåíèå ìîäåëè ïðîöåññà ðàññåèâà-
íèÿ ÷àñòèö. 

Ðàññìîòðèì áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ 
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Âðåìÿ â ìîäå-
ëè èìååò äèñêðåòíûé õàðàêòåð: tk, ãäå 
k = 1... kmax , t1 = 0; çíà÷åíèå tkmax tmax 

ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó, êîãäà ïîñëåäíÿÿ 
÷àñòèöà ïàäàåò íà ïîâåðõíîñòü. 

Êîîðäèíàòû è ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ 
ëþáîé ÷àñòèöû ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ìî-
ìåíòû tk ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ìîìåíò  
âðåìåíè tk âûáèðàåòñÿ i-ÿ ÷àñòèöà (àíàëè-
çèðóåìàÿ ÷àñòèöà) è ïî îòíîøåíèþ ê ìî-
ìåíòó tk-1 ðàññ÷èòûâàåòñÿ å¸ ïîëîæåíèå è 
ñêîðîñòü, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñóììàð-
íûì ìåõàíè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì êàæäîé 
j-é ÷àñòèöåé (åå áóäåì íàçûâàòü âîçäåé-
ñòâóþùåé ÷àñòèöåé) â ìîìåíò âðåìåíè tk , 
ãäå j=1,...,n, i  j, n - ÷èñëî ÷àñòèö.

Áóäåì ñòðîèòü äâóìåðíóþ ìîäåëü, ÷òî 
ñóùåñòâåííî óïðîñòèò ïðîöåññ è óâåëè-
÷èò ñêîðîñòü ÷èñëåííîãî ðàñ÷¸òà ñîñòîÿ-
íèé ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû.

Ïðèìåì, ÷òî ÷àñòèöû èìåþò ôîðìó 
èäåàëüíîãî êðóãà (ñå÷åíèå øàðà) èç ìàòå-
ðèàëà ñ ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòüþ. Öåíòð 
èíåðöèè ÷àñòèöû, òàêèì îáðàçîì, ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì êðóãà. 

Äèíàìèêó ÷àñòèö è óñòðîéñòâà ðàñ-
ñåèâàíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â èíåð-
öèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¸òà [5]. Ñèñòåìó 
îòñ÷¸òà, ñâÿçàííóþ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàñ-
ñåèâàíèÿ, áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü àáñî-
ëþòíîé. Â ýòîé ñèñòåìå ñâÿæåì ñèñòåìó 
êîîðäèíàò ÕOY ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â 
òî÷êå O, íàõîäÿùåéñÿ ãäå-ëèáî íà ïîâåðõ-
íîñòè, è îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì 
(ex, ey), òàêèì, ÷òî âåêòîð ex íàïðàâëåí 
âäîëü ïîâåðõíîñòè, âåêòîð ey íàïðàâëåí 
ââåðõ. Ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàò íàçîâ¸ì àá-
ñîëþòíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (ÀÑÊ).

Ââåä¸ì òàêæå ñèñòåìó îòñ÷¸òà, êîòî-
ðóþ ñâÿæåì ñ àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöåé â 
ìîìåíò âðåìåíè tk, è íàçîâ¸ì å¸ îòíîñè-
òåëüíîé. Ñ ýòîé ñèñòåìîé îòñ÷¸òà ñâÿæåì 
ñèñòåìó êîîðäèíàò  (O’, e’x, e’y) ñ íà÷à-
ëîì êîîðäèíàò â òî÷êå O’, íàõîäÿùåéñÿ â 
öåíòðå èíåðöèè àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöû, 
è îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì (e’x, e’y) 
òàêèì, ÷òî âåêòîð e’x íàïðàâëåí îò öåíòðà 
èíåðöèè àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöû ê öåíòðó 
èíåðöèè âîçäåéñòâóþùåé ÷àñòèöû (ðèñ. 1). 
Ýòó ñèñòåìó êîîðäèíàò íàçîâ¸ì îòíîñè-
òåëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (ÎÑÊ). Çäåñü 
è äàëåå âåëè÷èíû â ÎÑÊ, áóäåì îòìå÷àòü 
øòðèõîì â âåðõíåì ðåãèñòðå.

Рисунок 1 – Координаты и скорости двух 

взаимодействующих частиц
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Ïðèíèìàÿ, ÷òî  è 

îáîçíà÷àÿ , îïðåäåëèì âèä 

ðàäèóñ-âåêòîðà ïîëîæåíèÿ àíàëèçèðóå-
ìîé ÷àñòèöû â ÀÑÊ:

, åå ñêîðîñ-
òè: . Èç îïðåäåëåíèÿ ÎÑÊ ñëå-

äóåò, ÷òî  è .

Ðàäèóñ-âåêòîð ïîëîæåíèÿ âîçäåé-
ñòâóþùåé ÷àñòèöû â ÀÑÊ áóäåò èìåòü 

âèä , ñêîðîñòü:  

, à ðàäèóñ-âåêòîð 

ïîëîæåíèÿ âîçäåéñòâóþùåé ÷àñòèöû â 
ÎÑÊ ïîëó÷àåì â âèäå 

, ãäå  
.

Ñêîðîñòü âîçäåéñòâóþùåé j-é ÷àñòèöû 
îòíîñèòåëüíî àíàëèçèðóåìîé i-é ÷àñòèöû 
(èëè æå ïðîñòî «îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü 
÷àñòèö») èìååò âèä:

 
(5)

Áàçèñ ÎÑÊ ïîâ¸ðíóò îòíîñèòåëüíî áà-
çèñà ÀÑÊ íà óãîë γ, îòñ÷èòûâàåìûé ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, çíà÷åíèå êîòîðîãî â 
ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè 
�x=xj – xi, �y=yj – yi. Êîîðäèíàòû áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ÎÑÊ â áàçèñå AÑÊ: 

e’x = Mex , e’y = Mey , ãäå  
 
- 

ìàòðèöà ïîâîðîòà, èñïîëüçóåìàÿ â ìîäåëè 
êàê ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ÀÑÊ ê áà-

çèñó ÎÑÊ [6]. Èç (5) èìååì: 

îòêóäà: 
Ïðè ñòîëêíîâåíèè i-é è j-é ÷àñòèö 

âîçíèêàåò ñèëà F=F’x+F’y (ðèñ.2). Ýòà 
ñèëà èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé Vx’ è òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé Vy’ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ÷à-
ñòèö íà, ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíû �Vx’ è 
�Vy’, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âåêòîðà 
ñêîðîñòè V íà âåëè÷èíó �V.

Ïîñêîëüêó íà÷àëî êîîðäèíàò ÎÑÊ 
ñîâ ìåùåíî ñ öåíòðîì èíåðöèè àíàëèçè-
ðóåìîé ÷àñòèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, òî ýòà ÷àñòèöà ïðèîáðåò¸ò ñêîðîñòü 
ðàâíóþ �V â ÎÑÊ, è ðàâíóþ Vi+�V â ÀÑÊ.

Ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ñîñòàâëÿþ-
ùåé Fx’ ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèÿ ÷àñòèö ïðè 
ñòîëêíîâåíèè, ïîýòîìó äàëåå Fx’ áóäåì 
íàçûâàòü ñèëîé äåôîðìàöèè. Ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ Fy’ âîçíèêàåò èç-çà òðåíèÿ ìåæäó 
ïîâåðõíîñòÿìè ÷àñòèö, ñòåïåíü êîòîðîãî 
çàâèñèò îò ìàòåðèàëà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö, 
óãëîâûõ ñêîðîñòåé ÷àñòèö äî ñòîëêíî-
âåíèÿ, è îò âåëè÷èíû Fx’. Çàìåòèì, ÷òî 
ñèëà F èíâàðèàíòíà ââåä¸ííûì ñèñòåìàì 
îòñ÷¸òà, ïîýòîìó íå ñîäåðæèò øòðèõà â 
îáîçíà÷åíèè.

Íàéäåì ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà �V â 
áàçèñå ÀÑÊ. Çàïèøåì åãî â âèäå: 

.  Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,  

, îòêóäà
 

.
 

Ñëåäîâàòåëüíî, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

  (6)

Òàêèì îáðàçîì, â ìîìåíò âðåìåíè tk+1 

íîâûå çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè 
i-é ÷àñòèöû áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: 

Рисунок 2 – . Составляющие силы и вектора 

приращения скорости при столкновении 

двух частиц
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, èç 
÷åãî ïîëó÷àåì:

  (7)

Íîâûå êîîðäèíàòû àíàëèçèðóåìîé ÷à-
ñòèöû áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ â âèäå:

   (8)
Îïðåäåëèì àëãîðèòì ðàñ÷¸òà ñîñòàâ-

ëÿþùèõ Vx’ è Vy’, ïðè ýòîì ñèëîé ñîïðî-
òèâëåíèÿ âîçäóõà è ñèëîé òÿæåñòè áóäåì 
ïîêà ïðåíåáðåãàòü.

Ìîäóëü íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé Vx’ 
õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíîå ïåðåìåùå-
íèå öåíòðîâ èíåðöèè äâóõ ÷àñòèö âäîëü 
îñè OX  ‘. Ñèëà äåôîðìàöèè Fx’ ÿâëÿåòñÿ 
ïðè÷èíîé èçìåíåíèÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ñêîðîñòè àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöû 
íà âåëè÷èíó

,  (9)

ãäå mi - ìàññà àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöû. 
Ìîäóëü ñèëû äåôîðìàöèè Fx’ = |Fx’| 

äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, èìåþùèõ îäèíà-
êîâûé ìàòåðèàë è ðàçìåðû, ðàññ÷èòûâà-
åòñÿ ïî âûðàæåíèþ [7]:

(10)

ãäå E - ìîäóëü Þíãà,   - 

ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷à-
ñòèö, Ri, Rj - ðàäèóñû àíàëèçèðóåìîé è 
âîçäåéñòâóþùåé ÷àñòèö, v -êîýôôèöèåíò 
Ïóàññîíà, rij - ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè 
÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè (ðèñ.3), 

 ñòåïåíü äåôîðìàöèè, Am - 
äèññèïàòèâíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò 
âÿçêîñòè ìàòåðèàëà ÷àñòèö. 

Ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, 
÷òî âðåìÿ äèñêðåòèçàöèè ìîäåëè ìîæíî 
âçÿòü ðàâíûì 10μs, à ýòî, ïî íàøåìó ìíå-
íèþ, âïîëíå ïðèåìëåìî äëÿ ðàñ÷¸òà äè-
íàìèêè ñèëû äåôîðìàöèè ñ ïðèåìëåìîé 
òî÷íîñòüþ.

Åñëè àíàëèçèðóåìàÿ ÷àñòèöà ñòàëêè-
âàåòñÿ ñ áîëåå ÷åì îäíîé ÷àñòèöåé, òî 
ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà äåôîðìàöèè îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê âåêòîðíàÿ ñóììà âñåõ ñèë, 
âîçíèêàþùèõ ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ êàæ-
äîé èç ÷àñòèö (ðèñ. 4).

Ïðè÷èíîé èçìåíåíèÿ òàíãåíöèàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè Vy’ ÿâëÿåòñÿ 
äåéñòâèå òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé 
ñèëû Fy’, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ñòåïåíè òðå-
íèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ÷àñòèö è îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòåé ÷àñòèö 
â òî÷êå èõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ [5]. Çíà÷åíèå 
Fy’ îïðåäåëÿåì ïî ïðèáëèæ¸ííîìó âûðà-
æåíèþ èç [7]:

 (11)

ãäå VR – âåêòîð îòíîñèòåëüíîé ñêî-
ðîñòè ïîâåðõíîñòåé ÷àñòèö â òî÷êå ñî-
ïðèêîñíîâåíèÿ, îïðåäåëÿåìîé ëèíåéíîé 
ñêîðîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ öåíòðîâ èíåð-
öèè ÷àñòèö âäîëü îñè Y  ‘ è âðàùåíèåì ÷à-
ñòèö âîêðóã ñâîèõ öåíòðîâ èíåðöèè, VRy 
- êîîðäèíàòà âåêòîðà VR ïî îñè OY  ‘ (î÷å-
âèäíî, ÷òî äëÿ íàøèõ óñëîâèé |VR| = |VRy|), 

Рисунок 3 – Величины, характеризующие 

степень деформации

Рисунок 4 – Столкновение нескольких частиц
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γt - íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò (íåñòðîãî 
óñëîâíî íàçîâ¸ì åãî «êîýôôèöèåíòîì 
ñêîðîñòè»), ïîäáèðàåìûé ýìïèðè÷å-
ñêè, μF - êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, ôóíêöèÿ 
sgn(VRy) îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

  
(12)

Â íàøåé ìîäåëè çàâèñèìîñòü Fy’ îò 
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòåé 
÷àñòèö è ìîäóëÿ ñèëû äåôîðìàöèè Fx’ 
âûãëÿäèò òàê, êàê ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêó 5.

Êîýôôèöèåíò γt ïîäáèðàåòñÿ ýìïèðè-
÷åñêè, èñõîäÿ èç íàáëþäàåìîãî ïîâåäåíèÿ 
ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö. 

Òàêèì îáðàçîì, èç âûðàæåíèÿ (11) 
ñëåäóåò, ÷òî ñèëà Fy’ îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íèì èç ýëåìåíòîâ: ñêîðîñòüþ VR èëè ñè-
ëîé òðåíèÿ μF|Fx’|. Ñîñòàâëÿþùàÿ VR åñòü 
îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷åê 
ïîâåðõíîñòåé ÷àñòèö:

 (13)

ãäå Vy’=V  ‘yj – V  ‘yi - âåêòîð ëèíåéíîé 
ñêîðîñòè âîçäåéñòâóþùåé ÷àñòèöû îòíî-
ñèòåëüíî àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöû âäîëü 
îñè OY  ‘ (èëè âåêòîð îòíîñèòåëüíîé òàí-
ãåíöèàëüíîé ñêîðîñòè öåíòðîâ ÷àñòèö); 
Vw =Vwj – Vwi = [wjRj] - [wiRi]  – âåêòîð îò-
íîñèòåëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòåé ÷àñòèö èç-çà èõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé 
â òî÷êå êàñàíèÿ; Vwj = [wjRj], Vwi = [wiRi] - 
- ëèíåéíûå ñêîðîñòè òî÷åê ïîâåðõíîñòåé 
÷àñòèö, âûçâàííûå âðàùåíèåì êàæäîé èç 
÷àñòèö ñ âåêòîðàìè óãëîâûõ ñêîðîñòåé wj 

è wi.

Ðèñóíîê 6 èëëþñòðèðóåò âçàèìíîå 
ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ ëèíåéíûõ è óã-
ëîâûõ ñêîðîñòåé, à òàêæå ðåçóëüòàòû èõ 
ñëîæåíèÿ äëÿ i-é è j-é ÷àñòèö.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû âåêòîð-
íûõ ïðîèçâåäåíèé [wjRj] è [wiRi] íàïðàâ-
ëåíû ïî êàñàòåëüíîé ê òî÷êå ñòîëê-
íîâåíèÿ ÷àñòèö â îòðèöàòåëüíóþ è 
ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíû âäîëü îñè OY  ‘: 
[wiRi]= 0 –eywziRxi + 0 = – Vwiey.

×àñòèöû æå âðàùàþòñÿ è ïåðåìå-
ùàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî â ïëîñêîñòè           
X’O’Y. Êðîìå òîãî: Vwi = |Vwi| = |[wiRi]| = 
= wiRi · sin� = wiRi, ãäå �= �/2.

Èòàê, ïðè ñîóäàðåíèè ñ âîçäåéñòâóþ-
ùåé ÷àñòèöåé, íà àíàëèçèðóåìóþ ÷àñòèöó 
íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ñèëà Fy’, êîòîðàÿ çà-
âèñèò îò ñòåïåíè òðåíèÿ ìåæäó ïîâåðõíî-
ñòÿìè èëè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè VR â 
òî÷êå ñîïðèêîñíîâåíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè 
tk öåíòð àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöû ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì ÎÑÊ, çíà÷åíèå ëèíåéíîé 
ñêîðîñòè Vy’ öåíòðà èíåðöèè àíàëèçèðóå-
ìîé ÷àñòèöû â ìîìåíò tk +1 àíàëîãè÷íî (9) 
ðàâíî

 
 

(14)

Îïðåäåëèì àëãîðèòì ðàñ÷¸òà ñîñòàâ-
ëÿþùåé wi, òðåáóåìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
çíà÷åíèÿ F’y â ìîìåíò âðåìåíè tk. Èç 

Рисунок 5 – Зависимость тангенциальной силы 

от относительной скорости поверхностей 

частиц

Рисунок 6 – Вектора линейных и угловых 

скоростей сталкивающихся частиц
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îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ [5] ìîìåíò Mi âíåø-
íåé ñèëû Fy’, äåéñòâóþùåé íà i-þ ÷à-
ñòèöó, îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå

Mi = Ii · awi,  (15)
ãäå Ii - ìîìåíò èíåðöèè ÷àñòèöû, awi - 

åå óãëîâîå óñêîðåíèå. 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè i-é 

÷àñòèöû ìàññû mi  ïðåäñòàâèì å¸ äèñêîì ñ 
íåêîòîðîé ìàëîé (íå íóëåâîé) òîëùèíîé 
b è ðàäèóñà Ri. Ñîãëàñíî [5]:

  
(16)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîìåíòîì ñèëû 
F  ‘ îòíîñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè i-é ÷à-
ñòèöû íàçûâàåòñÿ âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà Mi, 
îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì [6]

Mi = [RiFy’],     (17)
ãäå Ri - ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåä¸ííûé 

èç òî÷êè O ‘ – öåíòðà èíåðöèè ÷àñòèöû 
â òî÷êó ïðèëîæåíèÿ ñèëû Fy’ (òî÷êó êàñà-
íèÿ ÷àñòèö (ðèñ.7).

Ïðèðàâíèâàÿ (15) è (17), èìååì 
[RiFy’] = Ii · awi. Îòêóäà awi = [RiFy’]/Ii. À 
òàê êàê |RiFy’| = RiFy’, òî |awi| = awi= RiFy’/Ii. 
È, ó÷èòûâàÿ (16), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå 
äëÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ i-é ÷àñòèöû:

 
(18)

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-
ùåíèÿ àíàëèçèðóåìîé ÷àñòèöû â ìîìåíò 

âðåìåíè tk+1 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæå-
íèåì âèäà:

 
(19)

Èòàê, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ìîìåíò 
âðåìåíè tk íàì èçâåñòíû: mi , mj - ìàññû 
÷àñòèö, Ri, Rj - ðàçìåðû (ðàäèóñû) ÷àñòèö,  
xi , yi ; xj , yj - êîîðäèíàòû ÷àñòèö â ÀÑÊ, 
Vxi , Vyi ; Vxj , Vyj  - ñêîðîñòè ÷àñòèö â ÀÑÊ, 
wi , wj - óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ÷à-
ñòèö; ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ìà-
òåðèàë è ïîâåðõíîñòü ÷àñòèö (ñì. âûøå), 
o ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ïîòîêà âîçäóõà 
Vxa , Vya (ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå), 
�t = tk+1 – tk  — âðåìÿ äèñêðåòèçàöèè ìîäåëè.

Òîãäà àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè 
è ïîëîæåíèÿ i-é ÷àñòèöû â ìîìåíò âðå-
ìåíè tk+1  ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

- äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè tk ðàññ÷èòûâà-
þòñÿ íîðìàëüíàÿ è òàíãåíöèàëüíàÿ ñî-
ñòàâëÿþùèå Vx’ è Vy’ ïî âûðàæåíèÿì (5);

- ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñóììàðíàÿ ñèëà 
âñåõ âîçäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö è âñåõ âîç-
äåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè ñ 
ó÷¸òîì âîçìîæíîé âèáðàöèè;

- ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñèëà äåôîðìàöèè Fx’ 
ïî âûðàæåíèþ (10);

- ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðèðàùåíèå íîð-
ìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé Vx’ ïî ôîðìóëå (9);

- ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-
ðîñòü ïîâåðõíîñòåé ÷àñòèö â òî÷êå ñîïðè-
êîñíîâåíèÿ ïî âûðàæåíèþ (13);

- ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñèëà Fy’ ïî âûðàæå-
íèþ (11);

- ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðèðàùåíèå òàíãåí-
öèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé Vy’ ïî (14);

- ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå Vx è  
Vy ïî âûðàæåíèÿì (6);

- ðàññ÷èòûâàþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ñî-
ñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ñêîðîñòè ïî (7);

- ðàññ÷èòûâàþòñÿ íîâûå êîîðäèíàòû â 
ÀÑÊ ïî âûðàæåíèÿì (8);

- ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ âñåõ îñ-
òàëüíûõ ÷àñòèö.

Âûâîäû. Â äàííîé ðàáîòå íà îñíîâå 
çàêîíîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ìàòå-
ðèàëîâåäåíèÿ, ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû 
è ãåîìåòðèè ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðàñ÷¸òà 
ïîëîæåíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû c çàäàâàåìîé 

Рисунок 7 – Момент силы, действующей на 

частицу
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òî÷íîñòüþ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìå-
íè â íåïðåðûâíîì ïðîñòðàíñòâå, íà÷è-
íàÿ c ïîïàäàíèÿ ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö â 
óñòðîéñòâî è çàêàí÷èâàÿ ðàññåèâàíèåì íà 
ïîâåðõíîñòè. 

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé 
ñòàòèñòèêè ïðè îáðàáîòêå ïîëó÷åííûõ 
âàðèàíòîâ ðàññåèâàíèÿ ÷àñòèö ïîçâîëèò 
îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíîìåð-
íîñòè èõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îòäåëüíûìè âîïðîñàìè óñëîæíåíèÿ 
ìîäåëè, êîòîðûì íóæíî óäåëèòü âíè-
ìàíèå, åñòü ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÷àñòèö ñ ýëåìåíòàìè êîíñòðóêöèè 
óñòðîéñòâà ðàññåèâàíèÿ, ìîäåëèðîâàíèå 
âëèÿíèÿ âîçäóøíîãî ïîòîêà íà ñêîðîñòü 
ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö, ìîäåëèðîâàíèå äåé-
ñòâèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ìîäåëèðî-
âàíèå âèáðàöèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè.
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Summary 

Goal. Computation granular dynamics is explored in the article for the conditions of free interaction 

between particles. The model shall be used to further specifi c imitations. Such models shall be in 

demand in the design of various scattering devices. They enhance possibilities to verify technical 

parameters of the devices without actual physical experiments.

Such modeling may play important roles in agricultural engineering when creating technical means 

for scattering seeds, spreading fertilizers.

Relevant material available in public libraries still needs further elaboration to build more precise 

models for granular environments.

Research methods: theoretical mechanics, linear algebra and geometry, materials science and 

probabilities theory.

Research results. In this paper, based on classical mechanics, linear algebra and geometry, materials 

science and probabilities theory, we developed an algorithm for constructing a model for the interaction 

of granular particles in the scattering process. The specifi cs of this process is the positions and speeds 

of each of the scattered particles are calculated in time and space with a specifi ed accuracy at discrete 

points of time in a continuous space. The calculations are done starting with the initial hit of a set of 

particles in the device and fi nishing by scattering all the particles on the surface. 

The proposed algorithm can be considered as a starting point for subsequent steps to elaborate 

it. Methods of mathematical statistics are employed to for fi nal data processing, which is crucial for 

determining the fi nal distributions.

Findings. It is proposed to give a particular attention for modeling of particle interactions with the 

structural elements of the scattering device. Air fl ow infl uence, gravitation fi eld and vibrations are also 

important components of the modeling. 

Key words: modeling, scattering process, granular particle, distribution, random variable, sample 

space.
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Анотація

Мета. У статті розглядається проблема моделювання процесу розсіювання частинок грану-

льованого середовища, які знаходяться у вільній взаємодії, з метою використання результатів 

для побудови відповідних імітаційних моделей. Зрозуміло, що такі моделі будуть затребувані у 

проектуванні різних розсіювальних пристроїв, а також доповнять можливості перевірки впливу 

технічних параметрів пристроїв на розподіл частинок по поверхні без необхідності проведення 

фізичного експерименту.

Істотну роль імітаційне моделювання може грати в сільгоспмашинобудуванні під час створен-

ня технічних засобів для розсіювання (сівби) насіння, розкидання добрив. 

Наявні у вільному доступі результати моделювання деяких варіантів процесу розсіювання не 

закривають дуже багатьох питань їх досліджень і вимагають додаткових зусиль для вирішення 

таких завдань.

Методи дослідження: теоретична механіка, лінійна алгебра і геометрія, матеріалознавство і 

теорія ймовірності.

Результати досліджень. У цій роботі на базі класичних методів теоретичної механіки, лінійної 

алгебри і геометрії, матеріалознавства і теорії ймовірності розроблений алгоритм побудови мо-

делі взаємодії гранульованих часток в процесі розсіювання, особливість якого полягає в тому, що 

положення і швидкості кожної з розсіюваних часток у часі і фізичному просторі обчислюються із 

заданою точністю в дискретні моменти часу у безперервному просторі, починаючи з початкового 

потрапляння сукупності частинок у пристрій і закінчуючи розсіюванням частинок на поверхні.

Запропонований алгоритм є вихідним для подальших кроків з його ускладнення з урахуван-

ням застосування методів математичної статистики під час обробки чисельних результатів розсію-

вання частинок, що дозволить визначити відповідні закономірності їх розподілів.

Висновки. Пропонується особливо приділити увагу моделюванню взаємодії частинок з еле-

ментами конструкції пристрою розсіювання, впливу повітряного потоку на швидкість переміщен-

ня частинок, дій на частки гравітаційного поля і вібрації елементів конструкції.

Ключові слова: моделювання, процес розсіювання, гранульована частка, закон розподілу, ви-

падкова величина, простір подій.


